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Übungsblatt 1

Aufgabe 1: 5 + 5 = 10 Punkte

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f(z) := exp(i z) komplex differenzierbar ist und konstruie-
ren Sie, darauf aufbauend, harmonische Funktionen, indem Sie den Real- und Imaginärteil
betrachten.

(b) Beweisen Sie den Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom vom Grade k ≥ 1 mit kom-
plexen Koeffizienten besitzt in C eine Nullstelle.

Nehmen Sie hinsichtlich eines Widerspruchs an, der Fundamentalsatz gelte nicht. Konstruie-
ren Sie dann harmonische Funktionen, auf die Sie den Satz von Liouville anwenden können.

Aufgabe 2: 4 + 6 = 10 Punkte

Sei d ∈ N≥1. Bestimmen Sie die Dimension des Raumes der harmonischen Polynome auf Rd vom
Grade

(i) k = 2,

(ii) k = 3,

d.h.

dim
(

(aα)|α|≤k : ∆
( ∑
|α|≤k

aαx
α
)

= 0
)
.

Hierbei verwenden wir die gewöhnliche Multiindexnotation aus der Analysis 2.

Aufgabe 3: 10 Punkte

Sei Ω ⊂ Rd eine offene Menge und sei k ∈ N. Zeigen Sie, dass für alle u ∈ Ck(Ω), alle ϕ ∈ Ck0(Ω)
und Multiindices α ∈ Nd mit |α| ≤ k gilt:∫

Ω

(∂αu)ϕdx = (−1)|α|
∫

Ω

u(∂αϕ) dx.

Hierbei notiert Ck(Ω) den Raum der k-fach stetig differenzierbaren Funktionen, deren partielle
Ableitungen bis zum Grad k alle stetig auf Ω fortgesetzt werden können. Schlussfolgern Sie, dass
in der obigen Situation gilt∫

Ω

∂αϕdx = 0 für alle α ∈ Nd mit 1 ≤ |α| ≤ k.

Bitte wenden −→



Aufgabe 4: 10 Punkte

Es besitze die beschränkte und offene Menge Ω ⊂ Rd einen C1-Rand, wobei d ≥ 2. Zeigen Sie, dass
für alle u, v ∈ C2(Ω) gilt:

(i)

∫
Ω

(∆u) dx =

∫
∂Ω

∂u

∂ν
dHd−1,

(ii)

∫
Ω

(∆u)v dx+

∫
Ω

∇u · ∇v dx =

∫
∂Ω

∂u

∂ν
v dHd−1,

(iii)

∫
Ω

(v∆u− u∆v) dx =

∫
∂Ω

(∂u
∂ν
v − ∂v

∂ν
u
)

dHd−1.

Hierbei bezeichnet ν : ∂Ω→ Sd−1 die äußere Einheitsnormale an ∂Ω und ∂u
∂ν die Richtungsableitung

von u in Richtung ν (und analog für v).


