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Übungsblatt 10

Aufgabe 1: 15 Punkte

Sei g ∈ C∞([0,∞)) mit g(0) = 0 kompakt getragen. Leiten Sie für das Anfangs-Randwertproblem
∂tu− ∂xxu = 0 auf (0,∞)× (0,∞),

u = 0 auf {t = 0} × (0,∞),

u = g auf [0,∞)× {x = 0}

die Darstellungsformel

u(t, x) =
x√
4π

∫ t

0

1

(t− s)3/2
e−

x2

4(t−s) g(s) ds

her.

Hinweis: Definieren Sie v(t, x) := u(t, x)−g(t) und setzen Sie v auf {x > 0} via ungerade Reflektion
fort.

Aufgabe 2: 15 Punkte

Mit der Notation der parabolischen Zylinder ΩT nennen wir u ∈ C2
1(ΩT ) eine Sublösung der

Wärmeleitungsgleichung, falls ∂tu − ∆u ≤ 0 in ΩT gilt. Zeigen Sie, dass für alle E(t, x; r) ⊂ ΩT
und alle Sublösungen u der Wärmeleitungsgleichung auf ΩT gilt:

u(t, x) ≤ 1

4rd

∫∫
E(t,x;r)

u(s, y)
|x− y|2

(t− s)2
dsdy.

Geben Sie darauf basierend einen alternativen Beweis des Maximumsprinzip für die Wärmelei-
tungsgleichung.

Aufgabe 3: Carleman I 10 Punkte

Sei κ ∈ R. Weiters sei u ∈ C1
c(R) für gegebenes f ∈ C(R) eine Lösung der Differentialgleichung

ut + κu = f.

Indem Sie für τ ∈ R Funktionen der Form v = eτtu betrachten, zeigen Sie, dass es ein c > 0 gibt
mit

‖eτtu‖L2(R) ≤
c

|κ− τ |
‖eτtf‖L2(R).

Im Hinblick auf das kommende Übungsblatt drücken Sie für u ∈ C2
c(Rd) den Term |x|2∆u(x)

in Polarkoordinaten (r, ϕ) ∈ (0,∞) × Sd−1 aus (siehe Lemma 2.49 im Skript) und führen Sie
sodann die transformierte Variable t = log(r) ein. Geben Sie die Darstellung von |x|2∆u(x) in den
Koordinaten (t, ϕ) an.


