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Aufgabe 1: Gaußscher Satz 7.5 + 7.5 = 15 Punkte

Verifizieren Sie den Gaußschen Integralsatz (i.e.
∫
D

div(v) dm =
∫
∂D

v · ndHd−1, wobei n : ∂D →
Sd−1 die äußere Einheitsnormale an ∂D ist) für die folgenden Vektorfelder v und Gebiete D:

(a) D := {(x, y, z)> ∈ R3 : 0 ≤ x, y, z ≤ 1}, v(x, y, z) := (4xz,−y2, yz)>.

(b) D := {(x, y, z)> ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ z ≤ 3}, v(x, y, z) := (4x,−2y2, z2)>.

Aufgabe 2: Gaußscher Satz 15 Punkte

Wir nennen eine Funktion f : Rd → R harmonisch, falls f ∈ C2(Rd) und

−∆f = −
d∑

j=1

∂2f

∂x2
j

= 0 in Rd

gilt. Sei nun f : Rd → R harmonisch.

(a) Zeigen Sie, dass für alle x0 ∈ Rd und alle r > 0

f(x0) =
1

Hd−1(∂Br(x0))

∫
∂Br(x0)

f dHd−1

gilt.

(b) Zeigen Sie weiters, für alle x0 ∈ Rd und alle r > 0

f(x0) =
1

md(Br(x0))

∫
Br(x0)

f dmd

gilt. Beachten Sie, dass wir in der letzten Formel nicht den Limes ’limr↘0’ auf der rechten
Seite benötigen. Diskutieren Sie dies im Hinblick auf allgemeine stetige bzw. integrierbare
Funktionen.

Tipp für (a). Betrachten Sie die Funktion g(r) := (Hd−1(∂ Br(x0)))−1
∫
∂Br(x0)

f dHd−1 und zeigen

Sie durch Differenzieren, dass g konstant ist. Benutzen Sie dann an geeigneter Stelle den Gaußschen
Integralsatz.

Aufgabe 3: Gaußscher Satz 10 Punkte

Sei Ω ⊂ Rd ein glatt berandetes Gebiet, das den Bedingungen des Gaußschen Integralsatzes genügt.
Zeigen Sie, dass dann

dmd(Ω) =

∫
∂Ω

x · n(x) dHd−1(x)

gilt, wobei n : ∂Ω→ Sd−1 die äußere Einheitsnormale an ∂Ω ist. Schlussfolgern Sie, dass

dmd(B1(0)) = Hd−1(∂B1(0)).


