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Aufgabe 1. Betrachte den R-Vektorraum R2 zusammen mit den folgenden Untervektorräumen:

U1 := 〈(1, 1)〉, U2 := 〈(1, 0), (0, 1)〉, U3 := 〈(2, 2), (−3,−3)〉.

Man berechne die Dimensionen folgender Vektorräume, indem man explizite Basen angibt;
man fertige außerdem Skizzen der jeweiligen Vektorräume an.

(a) U1, U2 und U3;

(b) U1 + U2 und U1 + U3;

(c) U1 ⊕ U2 und U1 ⊕ U3;

(d) U1 ∩ U2 ∩ U3.

Aufgabe 2. Sei K ein Körper, W ein K-Vektorraum und seien U, V ⊂W Untervektorräume.
Sei weiterhin u1, . . . , un eine Basis von U , und sei v1, . . . , vm eine Basis von V . Zeige oder
widerlege folgende Aussagen:

(a) (u1, 0), . . . , (un, 0), (0, v1), . . . , (0, vm) ist eine Basis von U ⊕ V .

(b) Falls n ≥ m, so ist

(u1, 0), . . . , (un, 0), (u1, v1), (u2, v2), . . . , (um, vm)

eine Basis von U ⊕ V .

(c) Falls ui 6= vj für alle i, j, so ist

u1, . . . , un, v1, v2, . . . , vm

eine Basis von U + V .

(d) Falls n ≤ m und ui = vi für alle i = 1, . . . , n, so sind V und U + V isomorph.

(e) Falls n ≤ m und ui = vi für alle i = 1, . . . , n, so sind U und U ∩ V isomorph.

Aufgabe 3. Sei K ein Körper. Zeige, dass die Abbildung

HomK(K2,K) −→ K2, f 7→ (f((1, 0)), f((0, 1)))

ein K-linearer Isomorphismus ist.

Bitte umdrehen.



Aufgabe 4. Betrachte den R-Vektorraum R3 zusammen mit der R-linearen Abbildung

f : R3 −→ R2, (x1, x2, x3) 7→ (x3 − x2, x2 − x3).

(a) Bestimme eine Basis des Kerns ker(f).

(b) Betrachte nun die abelsche Gruppe (R3,+) zusammen mit der Untergruppe (ker(f),+)
und berechne die Quotientengruppe (R3,+)/(ker(f),+).

Aufgabe 5. Sei K ein Körper, V ein endlich erzeugbarer K-Vektorraum und seien U1, U2 ⊂
V Untervektorräume mit dimK(U1) + dimK(U2) = dimK(V ). Zeige, dass die folgenden Aus-
sagen äquivalent sind:

(a) U1 + U2 = V ;

(b) U1 ∩ U2 = {0};

(c) U1 + U2 und U1 ⊕ U2 sind isomorph.
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