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Einleitung

Gegeben eine kompakte glatte Mannigfaltigkeit X, so fragt man sich, wie man ihre Homo-
logie berechnen kann. Das Problem kann mit Hilfe der klassischen Morsetheorie vereinfacht
werden. Dazu muss eine sogenannte Morsefunktion f: X — R gefunden werden, mit der
man dann eine Zellenzerlegung von X konstruieren kann. Eine Forderung an f ist, dass die
kritischen Stellen eine diskrete Menge bilden. Jeder kritischen Stelle = weist man ihren Index
Ind(z) € N zu, der durch den Gradientenfluss von f bestimmt wird. Die Mannigfaltigkeit X
kann dann zerlegt werden und man konstruiert einen homotopiedquivalenten CW-Komplex,
der in jedem Grad n genauso viele Zellen hat, wie es kritische Stellen x mit Ind(x) = n gibt.
Falls es uns gelingt, eine Morsefunktion mit besonders wenig kritischen Stellen zu finden, ist
der zugehorige CW-Komplex klein und die Chancen stehen gut, dass die Homologie einfach
berechnet werden kann.

In [For02] fithrt Forman die sogenannte diskrete Morsetheorie ein. Sie kann als kombinatori-
sche Variante der klassischen Theorie verstanden werden und liefert vergleichbare Resultate.
Hier gehen wir davon aus, dass es einen freien Kettenkomplex C' von endlichem Typ gibt,
der dieselbe Homologie wie X besitzt. Beispielsweise ist X ein CW-Komplex mit endlich
vielen Zellen. Die diskrete Morsetheorie erlaubt es uns, auch in diesem Kontext von einer
Morsefunktion f und ihren kritischen Stellen zu sprechen. Weiterhin gibt es dann einen
homotopiedquivalenten Kettenkomplex, der von den kritischen Stellen erzeugt wird.

Die diskrete Morsetheorie liefert eine weitere Moglichkeit, einen kleineren, homotopiedqui-
valenten Kettenkomplex zu konstruieren. Dazu notiert man einen freien Kettenkomplex von
endlichem Typ als gewichteten Graphen, wobei jeder Knoten einem Basiselement b; ent-
spricht. Eine Kante (b;, b;) mit nicht verschwindendem Gewicht A existiert genau dann,
wenn es den entsprechenden Eintrag des Differentials 0y, 5, = A gibt. Ein Morsefluss F ist
ein Matching in den Kanten mit invertierbarem Gewicht, das einer weiteren Bedingung ge-
niigt. Dann definiert jeder Knoten, der nicht in F' liegt, genau einen Erzeuger des sogenannten
Morsekomplexes.

FEine Anwendung dieser Theorie findet sich beispielsweise bei der Homologieberechnung des
Modulraums 27" Riemannscher Flichen von topologischem Geschlecht g mit m Punk-
tierungen und einer Randkurve. In [B690], [B603] und [B605] zeigt Bodigheimer, dass es
einen endlichen, bisimplizialen Komplex P mit Unterkomplex P’ gibt, sodass P ~\. P’ eine
Mannigfaltigkeit und homotopiedquivalent zu M7 ist. Die Kohomologie kann nun mittels
Poincaré-Lefschetz-Dualalitét bestimmt werden
H™™Mngy) = H, (P, P').

Mit Hilfe der diskreten Morsetheorie zeigen Ehrenfried in [Ehr98] und [Ehr04] sowie Abhau
in [Abh05], wie die Homologie fiir 2g + m < 6 maschinell berechnet werden kann. Auflerdem

bestimmt Mehner in [Meh11] einen Teil der Erzeuger.



Einleitung

Aufbau dieser Arbeit

Da wir Kettenkomplexe als Graphen notieren wollen, wiederholen wir im ersten Kapitel alle
grundlegenden Definitionen.

Im zweiten Kapitel machen wir uns mit den Grundbegriffen der diskreten Morsetheorie ver-
traut, ausgehend von einem freien Kettenkomplex C von endlichem Typ mit ausgezeichneten
Basen B. Neben elementaren Definitionen und Beispielen — die in der Sprache der Graphen-
theorie formuliert werden — machen wir uns klar, was diese Aussagen in der urspriinglichen
Notation bedeuten. So stellt sich beispielsweise heraus, dass ein Matching F' genau dann ein
Morsefluss ist, wenn gewisse Teilmatrizen der Differentiale obere Dreiecksgestalt haben.

Zu einem Morsefluss F' definieren wir — ebenfalls graphentheoretisch — den Morsekomplex
M(C, B, F'). Dieser wird von allen kritischen Knoten erzeugt. Die Differentiale werden durch
alle Wege im F-invertierten Graphen G[F~!] bestimmt. Im zweiten Abschnitt beweisen wir
den folgenden Hauptsatz.

Hauptsatz. Sei F' ein Morsefluss. Dann ist der Morsekomplex von C beziiglich 5 und F
ein homotopiedquivalenter Unterkomplex von C.

M(C,8,F)~C
Nachdem wir Morsekomplexe verstanden haben, konzentrieren wir uns im dritten Abschnitt
darauf, algebraische Konstruktionen sinnvoll auf Morsefliisse zu erweitern. Wir wollen die
Koeffizienten vermdoge eines unitalen Ringhomomorphismus ¢ erweitern
M(Erw¢(C), Erwe (B), Erwe(F)) = Erwe(M(C,B, F)),
Summen und Tensorprodukte bilden

M(Ci&Cy, B1 & B2, F1 @ F) = M(Cy,B1, F1) & M(Cy, B, F?)
M(Ci®Cy, B1®@Ba, F1®F) = M(C, B, F1) @ M(Cy, B, Fy)

und Kettenkomplexe dualisieren

12

M(C, B, F)* M(C*, B*, F*).

Zusétzlich sollen die jeweiligen Isomorphismen kanonisch sein.

Im dritten Kapitel zeigen wir, wie man die diskrete Morsetheorie benutzen kann, um die
Homologie eines nichttrivialen Beispiels auszurechnen. Der zu untersuchende Komplex wurde
allerdings nicht konstruiert, um kiinstlich eine Anwendung zu schaffen, sondern spielt bei der
Berechnung von H, (P, P’) eine Rolle.
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1 Graphen

Graphen bieten die Grundlage, um eine bestimmte Klasse von Kettenkomplexen auf eine
andere Art zu notieren. Dieses Kapitel fasst die notwendigen Definitionen und Erkenntnisse
zu Graphen zusammen, die in den folgenden Kapiteln vorausgesetzt werden.

Bei uns sind Graphen immer gerichtet und zwischen zwei Knoten bendtigen wir hochstens
eine Kante. Deswegen kénnen wir folgende Definition verwenden.

Definition 1.1 (Graph). Ein Graph ist ein Tupel G = (V| F) mit Knotenmenge V und
Kantenmenge £ C V x V, wobei wir keine Kanten der Form (v, v) zulassen. Ein Knoten
v besitzt eine ausgehende bzw. eingehende Kante, wenn es eine Kante der Form (v, w)
bzw. (w,v) gibt.

Héufig notiert man Graphen durch ein Diagramm, indem Knoten und Kanten in die Ebene
eingezeichnet werden. Dabei kann es sein, dass sich Kanten iiberschneiden, ohne dass der
Schnittpunkt ein Knoten ist. Deswegen wollen wir Knoten durch dicke Punkte oder Namen
auszeichnen. Am folgenden Beispiel werden wir diese und folgende Definitionen verdeutli-
chen.

Beispiel 1.2. Sei V' = {b1,b2,b3,c1,¢2,¢3} und E = {(bi,¢;) | 1 < 4,57 < 3}. Dann wird
G = (V, E) durch das folgende Diagramm beschrieben.

by by b3

C1 Cc2 C3

Die Knoten b; besitzen ausschliefllich ausgehende Kanten und die ¢; nur eingehende.

Wir génnen uns einen Ausblick zur naheliegenden Frage, welche Graphen ohne Uberschnei-
dungen in die Ebene ,eingebettet werden kénnen. Das heifit, man definiert zu einem Gra-
phen G = (V, E) einen CW-Komplex X mit 0-Zellen V' und 1-Zellen E, die in naheliegender
Weise an die 0-Zellen geklebt werden. Die Frage ist nun, ob der Raum X eine Einbettung



1. Graphen

X < R? besitzt. Wir betrachten die beiden folgenden ungerichteten Graphen.

by b1 by b3
b3 by
by bs c1 co c3

Der linke tragt den Namen K5 und der rechte heiflt K3 3. Kuratowski hat im Jahre 1930 den
folgenden erstaunlichen Satz bewiesen.

Satz 1.3 (Kuratowski (1930)). Ein endlicher Graph ldisst sich genau dann in die Ebene
einbetten, wenn er keinen Teilgraph enthdlt, der zu K5 oder K33 homdomorph ist.!

Kehren wir nun zu unserem Thema zuriick.

Definition 1.4 (Pfad). Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Folge von Kanten der Form

v = (v1,v2) (va,v3) ... (Vp—1,Vp)

heifit Pfad. Eine kiirzere Notation fiir ~ ist

v = (V1,V2, ..., Up_1,Up) .

Der Knoten v; heifit Startknoten und v,, heifit Endknoten. Wenn wir ausdriicken wollen,
dass v ein Weg von v nach w ist, ohne die besuchten Kanten zu erwéhnen, schreiben wir

YU w.

Die Menge der Wege von v nach w notieren wir mit I'(G, v, w).

Ein Pfad mit identischem Start- und Endknoten heifit Kreis. Ein Graph, der keine Kreise
enthélt, heifit kreisfrei.

Beispiel 1.5. Wenn wir zu dem in Beispiel 1.2 beschriebenen Graphen noch die Kante
(c1,b1) hinzufiigen, gibt es offenbar die beiden Kreise (b1, c1,b1) und (c1,b1,c¢1). In diesem
Beispiel notieren wir die Kanten des Pfades v = (b, c1, b1, c2) mit Startknoten by und End-
knoten cg, als durchgezogenen Linien. Die restlichen Kanten sind gestrichelt.

!Beweise des Satzes finden sich beispielsweise in Kuratowski, Kazimierz: Sur le probléme des courbes gauches
en topologie. In: Fundamenta Mathematicae 15 (1930), S. 271-283 oder Thomassen, Carsten: Kuratows-
ki’s Theorem. In: Journal of Graph Theory 48 (1981), Nr. ¢, S. 1-35.
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1. Graphen

Definition 1.6 (Gewichteter Graph). Sei G = (V, E) ein Graph und K ein Ring. Dann heif}t
eine Abbildung k: E — K Gewicht und G = (V, E, k) gewichteter Graph.

Sei v: (v1,...v,) ein Weg. Dann triagt v das Gewicht
9(7) = k((vn—1,vp)) - ... - K((v1,v2)) .

Gewichte werden oft neben den jeweiligen Kanten notiert. Man beachte, dass bei nicht kom-
mutativen Ringen die vorgeschriebene Reihenfolge der einzelnen Faktoren eingehalten werden
muss.

Definition 1.7 (Graduierter Graph). Falls es eine Funktion grad: V' — 7Z gibt, heifit der
Graph graduiert. In diesem Fall heifit eine Kante (v, w) steigend, falls grad(v) < grad(w),
und fallend, falls grad(v) > grad(w) erfiillt ist. Eine Kante, die den Grad nicht veréndert,
bekommt keinen zusétzlichen Namen. Man notiert steigende Kanten mit v * w und fallende
mit v \, w.

Beispiel 1.8. Wir fithren die visuell naheliegende Graduierung grad(b;) = 1 und grad(c;) =
0 ein. Dann ist ¢; by die einzige steigende Kante. Die librigen Kanten sind fallend.

by bo b3 grad = 1

c1 C2 c3 grad =0
Definition 1.9 (Aufgespannter Teilgraph). Sei G = (V, E) ein Graph und W C V. Dann
ist die Menge der Kanten, die zwischen Knoten aus W verlaufen,
Ew ={(v,w) € E |v,we W}.
Man nennt Gy = (W, Ey ) den von W aufgespannten Teilgraphen.

Beispiel 1.10. Fiir die Knotenmenge W = {ba,bs,c1,c2} C V ist der von W aufgespann-
te Teilgraph Gyw = (W, Ey ) auf der rechten Seite eingetragen. Zum Vergleich steht der

urspriingliche Graph G = (V, E) links daneben.
b2 b3
c1 /i/

Definition 1.11 (F-invertiert). Sei G = (V, E) ein Graph und F' C E, sodass fiir alle
Kanten (v,w) € F die Kante (w,v) nicht in E liegt. In diesem Fall entsteht E[F~!] aus E
durch Umkehren aller Kanten e € I, das heift,

ba bs

c2 C3

E[F Y = {(w,v) | (v,w) € F}UE\F.

Die Kanten in {(w,v) | (v,w) € F} heiBen invertiert und G[F~!] = (V, E[F~!]) nennt man
den F-invertierten Graphen.
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1. Graphen

Beispiel 1.12. Die Kantenmenge F' = {(b1, c2), (b3, c3)} geniigt den Voraussetzungen, denn
weder (c2,b1) noch (c3,b3) sind in E enthalten. Im F-invertierten Graphen G[F~!] sind die
invertierten Kanten (cg,b1) und (cs,b3) als durchgezogene Linien angedeutet, die tibrigen
Kanten sind gestrichelt.

Definition 1.13 (Matching). Sei G = (V, E) ein Graph und F' C E, sodass jeder Knoten in
hochstens einer Kante von F' enthalten ist. Man nennt F' ein Matching oder eine Paarung.
Ist (v,w) € F, so heiflen v und w gepaart oder Partner, kurz w = p(v) bzw. v = p(w).

Die Abbildung p ist eine Involution, also ist p o p = idy .

Beispiel 1.14. Offenbar ist {(ci1,b1), (b2,c3)} ein Matching. Die Knoten ¢; und b; sind
gepaart, ebenso wie by und cs.

Genauso leicht sieht man ein, dass {(c1,b1), (b1, c2)} kein Matching ist.

12



2 Diskrete Morsetheorie

In diesem Kapitel wollen wir mit Hilfe der diskreten Morsetheorie die Homologie eines ge-
gebenen Kettenkomplexes berechnen, indem wir zeigen, wie man aus einem Morsefluss F
einen homotopiedquivalenten Unterkomplex gewinnt. Der zugrundeliegende Ring ist aus no-
tationellen Griinden kommutativ, denn die vorgestellten Beweise lassen sich leicht auf nicht-
kommutative Ringe verallgemeinern.

Diese Arbeit orientiert sich an Mehners Diplomarbeit [Meh11]. Immer wenn ein hier vorge-
stellter Beweis die gleiche Idee formalisiert, entspricht die nebenstehende Zahl der in [Meh11]
verwendeten Nummerierung.

2.1 Notation

Es bezeichne K unseren kommutativen Grundring mit Eins. Die invertierbaren Elemente
bilden unter Multiplikation die Einheitengruppe K*. Wir fixieren einen freien Kettenkomplex
(Ch, On)n von endlichem Typ, das heifit, fast alle Moduln verschwinden. Auflerdem wéhlen
wir fiir jeden Grad n eine geordnete Basis B,,. Wir sagen b; € B,, ist kleiner als b; € B, falls
i < j. Diese Ordnung setzen wir fort und sagen, b € B,, ist kleiner als ' € B,,, wann immer
n < m ist. Die Randabbildung 0, identifizieren wir mit ihren darstellenden Matrizen. Im
Folgenden ist ein Kettenkomplex C' immer von dieser Form, das heifit, C' = (C),, On, By )n-

2.2 Kombinatorische Kettenkomplexe und Morsefliisse

In Kapitel 1 wurden Graphen eingefiihrt, um Kettenkomplexe C' = (Cy,, Oy, By,),, durch eine
neue Notation beschreiben zu kénnen.

Definition 2.2.1 (Kombinatorischer Kettenkomplex). Sei G = (V, E, k) der gewichtete,
graduierte Graph, bestehend aus

1. der graduierten Knotenmenge

V=3B

nez
2. der Kantenmenge
E = {(b;,b;) € V x V| grad(b;) = grad(b;) + 1 und 9;; # 0},

das heif3t, jeder Nichtnulleintrag einer Randabbildung definiert genau eine Kante zwi-
schen den zugehorigen Basiselementen. Diese ist eine fallende Kante.
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2.2. Kombinatorische Kettenkomplexe und Morsefliisse

3. der Gewichtsfunktion
K: E—)K\{O} mit /i((bl,bj)) :8]"1',

wobei natiirlich grad(b;) = grad(b;) + 1 vorausgesetzt wird.

Man nennt G den kombinatorischen Kettenkomplex zu (C,,, 9y, B, ),. Wir nennen eine
Kante (b;, b;) invertierbar, falls ihr Gewicht x(b;,b;) = 0;,; invertierbar ist.

Beispiel 2.2.2. Sei (C,, 0p)n ein Kettenkomplex iiber dem Grundring Z, beschrieben durch
folgendes Diagramm, wobei wir die Standardbasen (e1,es,e3) bzw. (f1, fo, f3) im Grad 1
bzw. 0 gewahlt haben.

0 73 73 0

(=R
(SN
[ )

Der kombinatorische Kettenkomplex ist dann beschrieben durch

e1 €2 g 1 ©3 grad =1

2 -1

1 2 -1

1 f2 /3 grad =0

Die Kanten (e1, f1), (e2, f1), (e3, f2) und (es, f3) sind invertierbar.

Eine naheliegende Frage ist, welche graduierten, gewichteten Graphen kombinatorische Ket-
tenkomplexe sind. Dazu sieht man zunéchst ein, dass C ein graduierter Modul mit Basis
B = 3,8, ist. Die Randabbildungen erfiillen genau dann 0> = 0, wenn die darstellende
Matrix von @,0,: C — C folgende Form hat.

0 0 0
N 0 0
0

0 On-1

Satz 2.2.3. Ein graduierter, gewichteter Graph G = (V, E, k) ist genau dann ein kombina-
torischer Kettenkomplex, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind.

1. Fir alle (v,w) € E ist grad(v) = grad(w) + 1.
2. Die Matriz D € My v|(K) mit

DwU:

)

{H((U,U))) falls (v,w) € E

0 sonst

erfillt D* = 0.

14



2.2. Kombinatorische Kettenkomplexe und Morsefliisse

Beweis (M2). Falls G ein kombinatorischer Kettenkomplex von C' ist, gilt die erste Bedin-
gung bereits nach Definition. Die darstellende Matrix von &,0, zur Basis ®,%,, entspricht
der Matrix D und geniigt der Bedingung.

Andererseits definieren wir C,, als den von {v € V' | grad(v) = n} frei erzeugten K-Modul.
Die Matrix D beschreibt dann fiir jeden Grad eine Randabbildung. 0

Definition 2.2.4 (Morsefluss). Sei F' C {e € E' | k(e) € K*} eine Teilmenge der invertier-
baren Kanten. Wir nennen F' Morsefluss, falls F' ein Matching und G[F~!] kreisfrei ist. In
diesem Fall statten wir G[F~!] mit Gewichten rp aus

r((v, w)) (w,v) ¢ F

rp((v,w)) = {—m((w,v))_l (w,v) € F

Ist (v,w) € F, so heifit v kollabierbar und w redundant. Alle anderen Knoten heilen
kritisch oder auch essentiell.

Bemerkung. Jeder Kettenkomplex besitzt einen Morsefluss, ndmlich das leere Matching.
AuBerdem kann G[F~!] keine Kanten von Gewicht Null haben, denn der kombinatorische
Kettenkomplex hatte bereits keine.

Beispiel 2.2.5. In unserem Beispiel ist F' = {(e2, f1), (€3, f3)} ein Morsefluss, denn F' ist
offenbar ein Matching und G[F~!] ist kreisfrei. Die invertierten Kanten sind gestrichelt.

€2 €3
+
!
|
|
|
|
|

5 1

1

fo /3

Die Knoten e; und fo sind essentiell, es und e3 sind kollabierbar und f; und f3 sind redun-
dant.

Im Folgenden fixieren wir einen Morsefluss F' sowie den kombinatorischen Kettenkomplex G
zu (Cr, On, By )n und damit auch den F-invertierten Graphen G[F~1].

Die Bedingung an F, ein Matching zu sein, ist leicht iiberpriifbar, denn man muss nur
zahlen, ob jeder Knoten héchstens einmal in F' vorkommt. Ob ein gegebenes Matching einen
kreisfreien Graphen erzeugt, ist hingegen etwas aufwéndiger.

Lemma 2.2.6. Jeder kombinatorische Kettenkomplex ist kreisfrei.

Beweis (M3). Sei e = (v,w) eine beliebige Kante. Diese muss nach Definition fallend sein,
denn grad(v) = grad(w) + 1. Angenommen es gibt einen Kreis : v ~» v der Lange n. Dieser
besteht dann aber ausschliellich aus fallenden Kanten. Damit folgt aus

grad(v) = grad(v) + n

bereits n = 0. Ein Kreis besteht aber aus mindestens einer Kante. O

15



2.2. Kombinatorische Kettenkomplexe und Morsefliisse

Lemma 2.2.7. Sei F ein Matching. Dann hat jeder Weg in G[F~!], der nur aus steigenden
Kanten besteht, die Linge Eins.

Beweis. Sei sg ' s1 eine steigende Kante. Dann ist s; der Partner von sy oder kurz sg =
p(s1). AuBlerdem ist grad(s;) = grad(sp) + 1. Angenommen es existiert die Kante s; " s9,
dann ist s3 = p(s1) = sp und somit wire

grad(sg) = grad(sg) = grad(sy) + 1 = grad(sg) + 2.

O
Satz 2.2.8. Sei F' ein Matching. Der F-invertierte Graph G[F~'] ist genau dann kreis-
frei, wenn es keine paarweise verschiedenen Knoten by, ..., b, vom selben Grad ¢ibt, sodass
Kanten
p(b1) N b2, p(b2) b3, ..., p(bn) b1
existieren.

Beweis (M7). Angenommen solche Knoten b; existieren. Nach Konstruktion existieren in
G[F~!'] die Kanten b;  p(b;). Da b; mit p(b;) gepaart ist, kann b;, 1 nicht zusitzlich mit
p(b;) gepaart sein und die oben beschriebenen Kanten bleiben in G[F~!] erhalten.! Wir
erhalten einen Kreis

bi /p(b1) \yb2 7 p(b2) (... p(bn) \( b1 -

Wir nehmen nun an, dass G[F~!] einen Kreis v = (s1, ..., 8, s1) besitzt. Ohne Einschrin-
kung ist s; von kleinstem Grad. Wir zeigen, dass die Knoten b; = s9;41 die Bedingung
erfillen. Es ist by ' sy eine steigende Kante, also p(b1) = s2. Wegen Lemma 2.2.7 muss
p(b1) N\ b2 eine fallende Kante sein und by hat denselben minimalen Grad wie b;. Induktiv
miissen alle b; denselben Grad haben und (s2i42, $2i+3) ist eine fallende Kante der Form

p(bi) N\ biy1. O

Wenn wir in die alte Notation zuriickgehen, das heifit, wir notieren einen Kettenkomplex als
Sequenz von Moduln, so wollen wir nun verstehen, was ein Morsefluss ist. Die Eigenschaft,
ein Matching in den Kanten mit invertierbaren Gewichten zu sein, heif3t, wir bilden Paare von
Basiselementen (k;, ;) mit grad(k;) = grad(r;)+1, sodass jedes Basiselement héchstens einen
Partner hat und die zugehorigen Eintrdge in den Randabbildungen invertierbar sind. Wir
miissen uns also noch klar machen, was es heifit, dass der F-invertierte Graph G[F ] kreisfrei
ist. Um die Notation zu vereinfachen, nennen wir die Knoten eines generellen Matchings F
analog zu Definition 2.2.4 auch kollabierbar, redundant und essentiell.

Lemma 2.2.9. Entstehe (B'),), aus (By)n durch Permutation der Basiselemente. Dann
sind die kombinatorischen Kettenkompleze von (Cy, On, Bpn)n und (Cp, O, B’y identisch.

Beweis. Die ungeordneten Basen sind identisch. O

'Hier ist bn+1 = b;.
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2.2. Kombinatorische Kettenkomplexe und Morsefliisse

Fiir ein gewahltes Matching F' kann man somit ohne Einschréankung der Allgemeinheit davon
ausgehen, dass die geordneten Basen 9B,, die Form B,, = B ¢ BK ¢ BL haben, wobei BF
die redundanten, BX die kollabierbaren, B die essentiellen Knoten enthilt und zusitzlich
fiir alle k; € BE und r; € BE | die Kante (k;,7;) im Matching F liegt. Damit hat jedes
Differential 0,, die Form

Ry | Kn | By

on=1| R, | K] |E, |,
R | K!' | EV

wobei R, die Blockmatrix ist, die entsteht, wenn wir 0,, auf das Erzeugnis von %5 bzw.
BE | einschrinken bzw. koeinschrinken. Die anderen Blocke entstehen analog.

Lemma 2.2.10. Sei F' ein Matching, G[F~'] kreisfrei und {ki,...,kn} C BE eine Men-
ge kollabierbarer Knoten wvon gleichem Grad. Bezeichne ri,...,ry € %5_1 die jeweiligen
Partner, das heifit, (ki,r;) € F. Dann gibt es — in dem von {ki,...,kyn} U{ri,...,rm} auf-
gespannten Teilgraph von G[F~'] - einen Knoten k;, der keine ausgehenden Kanten besitzt.

Beweis. Der Graph G[F~!] ist kreisfrei, somit gibt es einen Weg 7, der zwei kollabierbare
Knoten verbindet und mit dieser Eigenschaft maximale Lénge hat. Sei k; der Endknoten.
Falls es eine ausgehende Kante (k;,r;) gébe, so wire der Weg v(k;, rj, k;) linger als v. O

Beispiel 2.2.11. Fiir {ko, k4, ks} C {k1, ko, k3, k4, k5} = BE ist der zu betrachtende Teil-
graph in G[F~!] mit durchgezogenen Kanten angedeutet. Der Knoten ks hat keine ausge-
hende Kante.

k1 k4 ks BE
/‘\ 7

| v

| d

|

7

[Ite R
T1 T4 5 B

Satz 2.2.12. FEin Matching F von invertierbaren Kanten ist genau dann ein Morsefluss,
wenn die Basen B,, = BESBE ©BL so nummeriert werden kénnen, dass die darstellenden
Matrizen K, obere Dreiecksgestalt haben und die Diagonaleintrage den Gewichten der Kanten
des Matchings entsprechen.

Beweis. ,=*“ Wir beweisen die Aussage fiir jedes n induktiv. Sei J; = BX und L; = BEF .
Nach Lemma 2.2.10 gibt es einen Knoten k; € Ji, fiir den es keine Kante (kq,7;) mit r; € L,
gibt. Wir kénnen nach Lemma 2.2.9 davon ausgehen, dass k1 bzw. sein Partner ry jeweils
der erste Basisvektor in BE bzw. B | ist. Sei Jo = J1 \ {k1}, Lo = L1\ {r1} und bezeichne
a1 = k((k1,7m1)) das Gewicht der Kante (k1,71) € F. Dass es keine Kante (k1,7;) mit r; € Ly
gibt, bedeutet, dass (8n)i11 die Form
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2.2. Kombinatorische Kettenkomplexe und Morsefliisse

hat. Nun wendet man dasselbe Argument induktiv auf alle L;11 = L; \ {k;} an.

»<" Angenommen es existiert in G[F~!] ein Kreis. Nach Satz 2.2.8 wissen wir, dass es
redundante Knoten b1, ..., b, vom selben Grad gibt, sodass Kanten

p(bl) \(b27 p(bQ) \(b37 ’ p(bm) \lbl

existieren. Nach Voraussetzung entsprechen die Diagonaleintrage der darstellenden Matrix
den Gewichten der invertierbaren Kanten. Das heifit, dass der Zeilenindex von einem b; gleich
dem Spaltenindex seines Partners p(b;) ist. Wir konnen davon ausgehen, dass b; das grofite
Basiselement unter den b; ist (vgl. Abschnitt 2.1). Damit ist der Spaltenindex von p(by,)
kleiner als der Zeilenindex von b;. Aber die darstellende Matrix ist eine obere Dreiecksmatrix
und das heifit, die Kante (p(bn,),b1) muss das Gewicht Null tragen. Der kombinatorische
Kettenkomplex enthélt nach Definition 2.2.1 keine Kanten mit verschwindendem Gewicht,
der F-invertierte Graph G[F~!] nach Definition 2.2.4 somit auch nicht. Eine solche Kante
kann es also nicht geben. O

Man kann sich auch anschaulich klar machen, was es heifit, dass K obere Dreiecksgestalt
besitzt. Wenn wir die kollabierbaren Knoten aufsteigend beziiglich ihrer Nummerierung von
rechts nach links in die Ebene eintragen und die zugehorigen redundanten Knoten darunter
platzieren, so verlaufen steigende Kanten von unten nach oben und fallende Kanten von links
nach rechts.

Beispiel 2.2.13. In unserem obigen Beispiel 2.2.2 permutieren wir die Basen, um 8; =
(e3,e2,e1) und By = (fs, f1, f2) zu erhalten. Damit wird der Kettenkomplex durch das
folgende Diagramm beschrieben.
-1 510
0 —-1(1
( I 2 2)

0 73 73 0

Den kombinatorischen Kettenkomplex notieren wir vermége der Nummerierung der kolla-
bierbaren Knoten, wobei (zur besseren Lesbarkeit) der essentielle Knoten e; im Grad 1 links
und der essentielle Knoten fo im Grad 0 rechts eingetragen wird. Die Kanten des von den
kollabierbaren und redundanten Knoten induzierten Teilgraphen sind durchgezogen.

€2 _ €3

A

Definition 2.2.14 (Verbindungszahl). Sei F' ein Morsefluss sowie b und ¢ Knoten in G[F~1].
Die Verbindungszahl ¥(b, ¢) ist die Summe der Gewichte aller Wege von b nach ¢

d(b,c) = > 9(7)-

y:b~c
ist ein Weg in G[F~!]
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2.2. Kombinatorische Kettenkomplexe und Morsefliisse

Beispiel 2.2.15. Wir wollen unser Beispiel wieder aufgreifen und die Verbindungszahl

¥(eq, f2) bestimmen.

5 1.9

i f2 I3
Es gibt genau drei Wege von e; nach f2, ndmlich den kurzen Weg
a = (e1, f2) mit Gewicht 2,
den etwas langeren Weg
B = (e1, f1,€2, f2) mit Gewicht 2=2-1-1
und den langen Weg
~v = (e1, fi1, €2, f3,e3, f2) mit Gewicht 5=1-1-5-1-1.
Also ist Y(e1, fa) =2+2+5=09.

Definition 2.2.16 (Morsekomplex). Sei F' ein Morsefluss. Fiir alle n € Z definieren wir den
von den kritischen Knoten des Grades n frei erzeugten K-Modul

M, = K(BE).

Auflerdem definieren wir Homomorphismen Bﬁ/f : M, — M,_1 durch die Verbindungszahl
von zwei essentiellen Knoten:

(0)");0 = V(e e5)

wobei e; und e; Basiselemente sind, die n = grad(e;) = grad(e;) + 1 erfiillen. Man nennt
M(C,B,F) = (My, 00 )n

den Morsekomplex von C' beziiglich % und F.

Dass der Morsekomplex tatséchlich ein Kettenkomplex ist, sieht man nicht direkt aus der
Definition. Allerdings zeigen wir im néchsten Abschnitt, dass er ein homotopiedquivalenter
Unterkomplex von C' ist.

Beispiel 2.2.17. In unserem Beispiel sind e; und fy die einzigen essentiellen Knoten. Thre
Verbindungszahl ist J(e1, fo) = 9. Der Morsekomplex ist somit durch folgendes Diagramm
gegeben.

0 Zler) —2— Z{fs) 0

Die Homologie des Morsekomplexes kann direkt abgelesen werden.

H,(M(C,B, F)) = {Ozg<f2> =0

sonst
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2.3 Hauptsatz der diskreten Morsetheorie

Satz 2.3.1 (Hauptsatz). Sei F' ein Morsefluss. Dann ist der Morsekomplex von C' beziiglich
B und F' ein homotopiedquivalenter Unterkomplex von C'.

Um den Hauptsatz zu beweisen, gehen wir einen anderen Weg als Mehner in [Mehl11] und
orientieren uns an der folgenden Beobachtung.

Beispiel 2.3.2. In den Beispielen aus Abschnitt 2.2 ist das einzige nicht verschiedene Dif-
ferential durch die linke Matrix gegeben. Durch Zeilen- und Spaltenoperationen — also Ba-
siswechsel — erhalten wir die rechte Randabbildung.

—1
0 —
1

—1

o

N~ Ot
N O
—_
oo O

0
0 0
Wenn wir die entstehenden Basen (€3,e2,€1) und (f5, f1, f3) nennen, wird der Morsekom-

plex als Unterkomplex von &; und f, erzeugt. Eine Homotopie kann auch leicht konstruiert
werden.

Nach Satz 2.2.12 kénnen wir davon ausgehen, dass die Randabbildungen die Form

R, | Ky | By
o= | R | K|,
R K[ E"

haben, wobei K, eine obere Dreiecksmatrix

mit invertierbaren Diagonaleintrégen ist. Im

Beweis zeigen wir, wie Spaltenoperationen die Teilmatrix K, auf Diagonalform und E,, auf
Nullgestalt bringen sowie in der unteren rechten Ecke den Eintrag 0 erzeugen. Spalten-
operationen entsprechen Basiswechseln und es wird so sein, dass in diesen neuen Basen der
Eintrag 62/[ erhalten bleibt. Durch weitere Zeilenoperationen werden wir Basen finden, sodass
Op, die Form

0lon| 0
oo o
0] 0 |oM

hat und ¢,, eine Diagonalmatrix ist, deren Eintrage die (invertierbaren) Gewichte der Kanten
aus F' sind. Damit ist der Morsekomplex bis auf Umbenennung der Erzeuger ein Unterkom-
plex von C. Mit Hilfe von ¢, kénnen wir dann eine Kettenhomotopie angeben.

Zunéchst erinnern wir uns daran, wie Spalten- und Zeilenoperationen durch Matrizenmulti-
plikationen realisiert werden.

Definition 2.3.3 (Elementarmatrix). Sei n,m > 0 und 1 < i < n, 1 < j < m. Dann heif}t
1 i =dundj =;j

0 sonst

(Ej,i)jl,il = {
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2.3. Hauptsatz der diskreten Morsetheorie

Standardmatrix. Sei A € K, n = m und ¢ # j. Dann heifit T} ;(\) € M, x,(K) mit
Tji(A) = 1n + AEj;
Elementarmatrix.

Bemerkung. Die Standardmatrizen bilden eine Basis von My, «,(K). Aulerdem gilt fiir Ska-
lare A\, p € K

ABji - 0 sonst

_ {A“anj/ i=i

Lemma 2.3.4 (Zeilen- & Spaltenoperationen). Seien A € M, »;(K) und B € Mp,xn(K) und
A€ K. Dann gilt fir 1 <i,7 <n miti+#j

1. Tji(N) - Tji(=X) = 1.
2. A-Tj () ist die Matriz A, wobei zur i-ten Spalte die j-te Spalte X mal addiert wurde.

3. T;i(N) - B ist die Matriz B, wobei zur j-ten Zeile das A-fache der i-ten Zeile addiert
wurde.”

Beweis. 1. Aus i # j folgt AEj; - (—A)Ej; = 0 und somit ist

Tji(A) - Tji(=A) = 1n + AEj; + (=A) Ejy = 1.

)

2. Es ist

A- TJZ()‘) =A+ Z Aq,qu,p ’ AEM
1<p<i
1<g<n

= A+ Z Aqd')\ . Eq,i-

1<q<n

3. Analog zu 2. ist
T]l()‘) -B=DB+ Z )‘Bim ’ Ej,p-

1<p<n

Wir wollen als Néchstes verstehen, was mit den Matrizen E! geschieht, wenn wir die Teil-
matrizen ( K, ‘ E,, ) durch Spaltenoperationen auf die Form ( ¢, ‘ 0 ) bringen, wobei die
Diagonaleintrage von K, unverdndert bleiben und ¢,, die entsprechende Diagonalmatrix ist.
Um die Notation zu vereinfachen, fithren wir die folgende Definition ein.

2 Falls K nicht kommutativ ist, so muss man beachten, dass bei Spaltenoperationen das Ringelement von
rechts, bei Zeilenoperationen jedoch von links multipliziert wird.
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2.3. Hauptsatz der diskreten Morsetheorie

Definition 2.3.5 (Zeilenreduktion). Sei D € My, (K) und 1 < j <[. Wir nennen die j-te
Zeile reduziert, falls D; ; der einzige von Null verschiedene Eintrag dieser Zeile ist.

Sei Dj ; invertierbar und A;; = —Djijl - Dj;. Dann heifit die Matrix S; € My, xm
Si= 11 T
1<Ii<m
I#j
die j-te Zeilenreduktion von D.
Lemma 2.3.6. Sind D und S; wie in obiger Definition. Dann gilt:
1. Sj =1,+ El7éj )\j,lEj,l~

2. Die j-te Zeile von D - S; ist reduziert und der Eintrag D; ; bleibt erhalten.

Beweis. Es ist
Sj = 11 Ta00) = TT(@m + X0E5)
1] I
und weil E;; - Ej = 0 fiir [ # j gilt
=1m+Y_ A
I#]
Damit kénnen wir (D - S;);; bestimmen.
D -Sj = D—i-ZD')\j,lE',l
1]

Ist i = j, so gilt

O _D-XuEj);; =0,
75

denn F;; kommt in der Summe nicht vor. Somit ist
(D-5S;)j=Dj;+0=Dj;.
Fir ¢ #£ j folgt aus
(D NjiEji)ji = Djj - A

dass die Gleichung
QD XNaBjji = Dij - Mg
1]
erfiillt ist. Insgesamt erhalten wir
(D - 8))ji = Dji+ Djj-Aji
= Dy + Dj; - (=Dj}) - Djg
= Dji— Dj; =0.
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2.3. Hauptsatz der diskreten Morsetheorie

Die Zeilenreduktionen Si,...,S,, bringen ( K, ‘ E, ) also auf die gewiinschte Form. Au-
Berdem bekommen wir Spaltenoperationen

)

die wir auf 9,, anwenden kénnen.? Bezeichnet S = S - ... - S,,, dann ist

1 1 (1
S, .. 5| = R
Wir wollen verstehen, was die Spaltenoperationen auf dem Eintrag rechts unten bewirkt. Im

Folgenden unterdriicken wir das Subskript n, um die Lesbarkeit zu erhéhen.

Lemma 2.3.7. Ist S so wie oben, dann gilt

R| K| E 1 x| o] 0
R|\K|E |- = | x| x| x ,
R'IK"| E" S aM

wobei ¢, eine Diagonalmatriz ist, die dieselben Eintrdge hat wie die Diagonale von K.

Beweis. Dass nach Ausfithren der Spaltenoperationen oben rechts die Teilmatrix ( ¢ ‘ 0)
entsteht, ist die Aussage von Lemma 2.3.6. Wir miissen also noch verstehen, was

(K”‘E”)-S

ist. Wir beobachten, was passiert, wenn wir die Spaltenoperationen nacheinander ausfiihren.
Bezeichne dafiir
Dy=(K"|E")-Si-...-8,.

Die invertierten Kanten (r;, k;) im F-invertierten Graphen G[F~!] nennen wir kurzerhand
Bi. Um die Notation weiter zu vereinfachen, ordnen wir die Kanten mittels 3; > §;, wann
immer ¢ > j. Mit b; bezeichnen wir Basiselemente aus B85 @ B also kollabierbare oder
essentielle Knoten, und e; sind Basiselemente aus %E_l, also essentielle Knoten des néchst
niedrigeren Grades. Wir zeigen induktiv:

(Dp)j,i = Z 9(7)

v: bi~e; ohne steigende

Kanten f3; > B zu nutzen
Die Aussage ist fiir p = 0 offensichtlich: Ein Weg, der keine steigende Kante benutzt, muss
die Lénge Eins haben. Damit ist der einzige Weg von b; zu e; die Kante (b;, e;). Nun sind
aber die Eintréige von Dy = ( K” | E” ) die Gewichte solcher Kanten (b;, ;).

Sei die Aussage fiir p — 1 wahr. Zuerst untersuchen wir die rechte Seite und verstehen, wie
Wege entstehen, die zusétzlich die steigende Kante 3, benutzen diirfen. Sei v: b; ~ e; ein
Weg, der (3, aber keine steigende Kante 8; > 3, durchlauft. Wir zeigen, dass v von der Form

Y= (bi,T‘p,k‘p,...,Cj)

3 Aus notationellen Griinden werden Nullblocke nicht hervorgehoben.
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2.3. Hauptsatz der diskreten Morsetheorie

sein muss. Der Weg v verbindet zwei Knoten, die sich im Grad um Eins unterscheiden. Nach
Lemma 2.2.7 besitzt v keine zwei steigenden Kanten, die aufeinanderfolgen. Der Startknoten
ist nicht redundant, das heifit, die ausgehende Kante ist fallend. Also muss der restliche Weg
abwechselnd aus steigenden Kanten und fallenden Kanten bestehen. Wir hatten die Basen so
sortiert, dass steigende Kanten die Form (7, k;) besitzen. Fallende Kanten sind immer von
der Form (by, 7). Somit muss v mit der Kante (b;, r;) starten und abwechselnd redundante
und kollabierbare Knoten besuchen, bis der essentielle Endknoten e; erreicht wird.

bi\n/‘...\ej

Falls v nicht mit der Kante (b;, ) beginnt, gibt es den Teilweg (b, 7p, kp) mit b; # b;. Da b;
der Startknoten von ~ ist, muss es auch den Teilweg

bg 11 i N Ry N\

geben, das heiflt, k; = b; ist kollabierbar und v muss die Kante 5; benutzen. Nach Voraus-
setzung ist [ < p. Es muss aber bereits [ < p gelten, denn v durchliuft die Kante (k;,7p)
und (kp, rp) ist keine Kante des Graphen G[F~1]. Aber dann ist (k;,r,) eine fallende Kante
von dem kollabierbaren Knoten £; zu dem redundanten Knoten r, und der Spaltenindex [
ist kleiner als der Zeilenindex p. Das heift,

0# k(ky,rp) = Kp; =0,

denn K ist eine obere Dreiecksmatrix. Aber wir hatten keine Kanten zugelassen, die kein
Gewicht haben. Wenn wir also zusatzlich die Kante (3, erlauben, bekommen wir zu allen alten
Wegen b; ~ e, die 8, noch nicht benutzen, die Wege (b;, 7, kp )7y, wobei die v: kj, ~ e; Wege
sind, die /3, ebenfalls nicht benutzen. Wir erhalten fiir die rechte Seite die folgende Formel.
Ist (b;,7p) eine Kante in G[F~1], so gilt

> gl = > gty + > g((bismps kp)y)

v bi~~ej v: bi~~e; v kprej
ohne B; > Bp ohne ;> fp_1 ohne B; > fp—1
= Yooy o+ > 9(7) - 9((bi,rp, kp)
v: bi~~ej v: kprej
ohne 3; > fp_1 ohne ;> fp—1

= (Dp-1)ji +  (Dp=1)jp - 9((bi,rp, kp)) -

Ist andererseite (b;,r,) keine Kante in G[F ™1, so ist

N9 = Y 9(9) = (Dpor)ji

v: bi~~e; v: bi~~e;
ohne 8; > fp ohne ;> fp—1

Das vergleichen wir mit der linken Seite D, = D,,_; - S,. Lemma 2.3.6 besagt

Sp =1, + Z)\p,lE 1
I#p

Man iiberzeugt sich durch explizites Ausrechnen, dass

(Dp—l ’ Sp)jﬁ = (Dp—l)j,i + (D/p—l)j,p : )‘m’
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2.3. Hauptsatz der diskreten Morsetheorie

gilt. Es ist fiir ¢ # p
(bi,rp) EGIFT] & (biyrp) €G & (K|E),; #0.
Die Skalare ), ; sind also nach Definition

9((bi,rp, kp))  (biyrp) € GIFT] ‘

/\p,i = _(Kp,p)_l ) ( K ‘ E )p,i = {
0 sonst

Wir haben uns also davon iiberzeugt, dass

(Dp—1)ji + (Dp—1)jp - 9((bisrp, kp))  (biyrp) € GIF 1]
(Dp-1)j, sonst '

(Dp)ji = {

Damit sind linke und rechte Seite auch fiir p gleich und der Induktionsschritt ist vollendet.
Nun sind wir fertig, denn fiir essentielle Knoten e; und e; ist

(Dm)ejer = Y. g(v) = (03"

Vi eise;

Die Matrizen konnen nun weiter vereinfacht werden.

Definition 2.3.8 (einfache Basen). Sei F' ein Morsefluss. Wir nennen die geordneten Basen

B, = %5 & %f & %f einfach, falls sie aus B,, durch Basiswechsel A,, entstehen und die
folgenden Bedingungen erfiillt sind.

1. %f geht aus den redundanten, gnK aus den kollabierbaren und %f aus den essentiellen
Knoten hervor, das heift, jedes Basiselement b; in B,, erfiillt b; = A,,b;.

2. In diesen Basen B,, haben die Differentiale die Form

0l¢,| 0
d,=1 0 0
ol o0 |oM

3. Die Blockmatrix ¢, hat Diagonalgestalt und die Eintrége sind die Gewichte der Kanten
des Morseflusses.

4. Die Blockmatrix 9} ist wie in Definition 2.2.16
0311 = V(eise))
wobei €; aus e; hervorgeht.

Satz 2.3.9. Zu jedem Morsefluss F' gibt es einfache Basen.
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Beweis. Wir fiihren fiir jedes n die unmittelbar vor Lemma 2.3.7 beschriebenen Spaltenope-

rationen
1
T=In= (Jw)

auf den Spalten zwei und drei durch. Dabei werden ausschliefilich Vielfache der zweiten
Spalte auf die zweite und dritte Spalte addiert. Wir erhalten nach Lemma 2.3.7 die Matrix

* | ¢dn | O
O =1 x| % | = ,
* oM

wobei ¢,, ein Isomorphismus ist, der durch die Diagonalmatrix beschrieben wird, deren Ein-
trige den Gewichten der Kanten aus dem Morsefluss entsprechen. Die Matrix (7,_1)*
entspricht gewissen Zeilenoperationen auf 0, wobei auf die zweite Zeile Vielfache von sich
selbst und der dritten Zeile addiert werden. Die erste und dritte Zeile bleiben unverédndert.
Das sind direkte Konsequenzen aus Lemma 2.3.4. Die Differentiale werden dann in diesen
Basen durch

. x| ¢dp | O
On = (Tp1) 10, T, = x|
O 8711\4

beschrieben. Die Relation 92 = 0 ist offensichtlich immer noch erfiillt. Aus den Rechengeset-
zen fir Blockmatrizen folgt sofort

x| ¢dp | O
Oh=| x| %] 0
* | 8,]1\/[

Wir fithren nun sukzessiv Zeilenoperationen durch. Sei 9, verschieden von Null und n ma-
ximal. Dann gibt es ein Produkt von Zeilenoperationen Z,,, das durch Vielfache der ersten
Zeile die Zeilen zwei und drei so dndern, dass die Matrix die Form

) x| ¢dp | O
ZnOn=1 x| 0 0
x| 0 oM

besitzt. (Dass 0, keine zweite Zeile hat, ist nicht von Bedeutung.) Der durch Z, bestimmte
Basiswechsel gibt uns dann das Differential

5 * ¢n71 0
&L,l(Zn)_l =1 x * 0 ,
* * 8,12/[_1

denn (Z,)~! ist mit Hilfe von 2.3.4 das Produkt von Spaltenoperationen, die Vielfache der
zweiten und dritten Spalte auf die erste addieren. Induktiv kénnen wir also Basiswechsel Z,,
fur alle n definieren, sodass die Differentiale in diesen Basen die Form

* | dp| O
On = ZpOnZps1=1| %] 0| 0
x| 0| oM
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haben. Aus den Rechengesetzen fiir Blockmatrizen und 7 =0 folgt nun, dass die erste
Spalte die Nullspalte sein muss

0lon| 0
.= 0[0] 0
0] 0 |oM

Wir haben also neue Basen B,, konstruiert, in denen die Differentiale die gewiinschte Gestalt
haben. O

Satz 2.3.10. Sei F ein Morsefluss und B,, = gf D %nK S @f einfach. Dann ist der ur-

spriingliche Kettenkomplex homotop zu dem von (%f)n erzeugten Unterkomplex. Dieser ist
- bis auf Umbenennung der Erzeuger — der Morsekomplex von C beziiglich F'.

Beweis. Wir nennen den von %f erzeugten Unterkomplex M = (M,,0M),, die beiden
anderen R und K. Die Projektionen heilen 7 und die Inklusionen :. Offensichtlich gilt
mar o Ly = idps. Es bleibt zu zeigen, dass ¢y o myr ~ idrgren via einer Kettenhomotopie
h,, ist.

R.eK,®oM, - Ry 10K, 1®&My 1 ——— ---

hn hn—l

Rn+1 @ Kn+1 S Mn+1 - R, ®K,®M,

Aus dem Diagramm und der darstellenden Matrix wird schnell klar, dass

-1
TRy, Pt LKpya
hyp: Cp R, Ky ——— Chp

die einzige sinnvolle Abbildung ist, die den Grad um Eins erhoht. Und in der Tat, man sieht
leicht ein, dass h,, bereits die gewiinschte Homotopie ist:

idxgrom — tm 0Ty = idger
= ian + idKn
= 8n+1 o} hn + hn—l o} 8n .

Beweis des Hauptsatzes. Nach Satz 2.3.9 gibt es einfache Basen B, = gﬁ @%f 2 %f und

wegen Satz 2.3.10 ist C homotop zu dem von (‘Bf)n erzeugten Unterkomplex, welcher — bis
auf Benennung der Basiselemente — mit dem Morsekomplex iibereinstimmt. O
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2.4. Algebraische Konstruktionen

2.4 Algebraische Konstruktionen

Wir wollen algebraische Konstruktionen wie Tensorprodukte und Summen so auf Morse-
fliisse libertragen, dass sich diese Konstruktionen mit dem Bilden des Morsekomplexes gut
vertragen. Das heifit, wir wollen Formeln der Form

M(Cr @ Cy, B1@®Ba, F1 @ Fy) =M(Cy, B, F1) @ M(Cs,Bo, Fr) ,

wobei der Isomorphismus besondern einfach sein soll.
Die Beweise der Abschnitte 2.4.2 bis 2.4.5 verlaufen alle nach demselben Muster. Wir
e verstehen, wie sich der assoziierte Graph unter der jeweiligen Konstruktion verhélt.
e definieren den neu konstruierten Morsefluss.
e zeigen, dass dies ein Morsefluss ist.
e verstehen, wie sich der F-invertierte Graph unter der jeweiligen Konstruktion verhalt.

e zeigen, dass das Bilden des Morsekomplexes mit der algebraischen Konstruktion ver-
traglich ist.

Da die einzelnen Schritte sehr dhnlich sind, fillt ein Teil der Beweise in den Abschnitten
2.4.3 bis 2.4.5 etwas kiirzer aus.

2.4.1 Koeffizientenerweiterung von Kettenkomplexen

Dieser Abschnitt fasst elementare Definitionen und Eigenschaften der Koeffizientenerweite-
rung von Moduln und Kettenkomplexen zusammen.

Satz 2.4.1. Sei (: K — L ein unitaler Ringhomomorphismus und M ein Modul tiber K.
Dann ist K vermdge ¢ ein L-Modul und L g M ist ein L.-Modul mit Skalarmultiplikation

(b, @m) bt @m.
Ist N ein weiterer K-Modul und g: M — N ein K-Modulhomomorphismus, so ist
idp®g: Log M - Lo N

ein L-Modulhomomorphismus.

Beweis. Man liberzeugt sich leicht, dass
KxL—L, (a,b) — C(a)-b

eine K-Modulstruktur auf I erklart. Mit dieser ist auch L ®g M ein K-Modul. Ferner be-
kommen wir fiir jedes b € L eine K-bilineare Abbildung

LxM-—>Lex M, (b',m) — bb' @m,
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2.4. Algebraische Konstruktionen

die einen K-Modulhomomorphismus
Lexk M -Leg M, bV @m— b @m
induziert. Damit ist - eine wohldefinierte Skalarmultiplikation

SLxLeg M —-LeogM, b)Y c@mi=» be@m.
i i

Dass der K-Modulhomomorphismus idy, ® g auch L-linear ist, sieht man sofort, denn
b-ZCi®m:Zbci®mr—>Zbci®g(m) :b-ZCi@)g(m).

O]

Definition 2.4.2 (Koeffizientenerweiterung). Seien K und L Ringe, (: K — L ein unitaler
Ringhomomorphismus, M und N Moduln iiber K sowie g: M — N ein Homomorphismus
von K-Moduln. Man sagt, dass der — in Satz 2.4.1 erklarte — L.-Modul

Erwe(M) =L ®g M
sowie der L-Modulhomomorphismus
Erw¢(g) = idp ®k g: Erw¢ (M) — Erw¢(N)
durch Koeffizientenerweiterung vermaoge ( entsteht.
Bemerkung. 1. Fiir jeden unitalen Ringhomomorphismus ( ist
Erw¢: MODg — MODy,
ein kovarianter, additiver Funktor.

2. Obwohl man bei einer ,, Erweiterung” davon ausgehen kénnte, dass der entstehende Modul
grofler wird, ist das im Allgemeinen nicht der Fall. Zum Beispiel ist die Projektion

m: Q[X] = Q

auf den Grundring unital, aber weit davon entfernt, injektiv zu sein. Wenn wir uns auf
K = Q[X] und L = Q festlegen, so ist M = Q[X] ein freier K-Modul, den wir vermoge m
erweitern. Der entstehende L-Modul ist nicht etwa Q[X], denn in Q ®q(x) Q[X] gilt

1Q®X:1@®X-l@[)q :W(X)-1Q®1Q[X]=O.

Definition 2.4.3 (Koeffizientenerweiterung). Seien K und L Ringe, (: K — L ein unitaler
Ringhomomorphismus, C = (Cy,,0p)n und D = (D,, dy)n Kettenkomplexe tiber K sowie
g: C — D ein Kettenmorphismus. Dann entsteht der L-Kettenkomplex

Erw(C) = (Erw¢(Cp), Erwe (0n))n
sowie der L-Kettenmorphismus

Erwg(f)n = ErWC(fn)

durch Koeffizientenerweiterung vermoge (.
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2.4. Algebraische Konstruktionen

Bemerkung. 1. Man tiberzeugt sich leicht, dass Erw¢(C) und Erw¢ (D) Kettenkomplexe sind
und Erw¢(f) eine Kettenabbildung ist, denn Erw,: MODg — MODy, ist kovariant und
additiv.

2. Die Koeflizientenerweiterung von Kettenkomplexen ist ebenfalls ein kovarianter, additiver
Funktor.

2.4.2 Koeffizientenerweiterung von Morsefliissen

Sei (: K — L ein unitaler Ringhomomorphismus und F' ein Morsefluss. Wir wollen nun
Erw¢(F') sinnvoll definieren, sodass sich Erwe und M gut vertragen. Bei uns ist jeder Ket-
tenmodul C), = K(ey,...e,) ein endlich erzeugter freier K-Modul. Der durch Koeffizienten-
erweiterung entstehende IL-Modul ist isomorph zu

L @k K(e1,...em) 2 L{e1,...em)

vermoge eines natiirlichen Isomorphismus
> bji®aji-eir> Y (b Clajq)) e
2% 1,3

Die Basen B von C' kénnen also auch als Basen Erw(B) von Erw¢(C) aufgefasst werden.
Der kombinatorische Kettenkomplex G’ = (V/, E’', k") zu Erw¢(C') besitzt somit dieselben
Knoten wie G = (V, E, k). Aulerdem erhalten die darstellenden Matrizen — in diesen Basen
— die erweiterten Koeflizienten. Fiir 7, j heifit das

Die Kanten E’ erfiillen also

E' = {(v,w) € E| {(r(v,w)) # 0}

und die Gewichte &’ sind durch

K (v,w) = ((k(v, w))

gegeben. Anschaulich beschriften wir jede Kante im Graphen mit dem neuen Gewicht. Die
Kanten mit verschwindendem Gewicht werden entfernt. Vernachléssigt man die Gewichte,
so kann man G’ als Teilgraph von G auffassen.

Beispiel 2.4.4. Man betrachte den folgenden kombinatorischen Kettenkomplex iiber Z /47
mit Morsefluss F' = {(eq, f1)}-

€1 €2

2 3
f1 fo
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2.4. Algebraische Konstruktionen

Die Kante (e, f2) kann nicht zu F' hinzugefiigt werden, denn sonst wére der F-invertierte
Graph nicht kreisfrei. Der Ringhomomorphismus n: Z/4Z — Z/27 ist durch ©(1) = 1
eindeutig bestimmt und unital. Wenn wir die Koeffizienten des Kettenkomplexes vermége m
erweitern, erhalten wir den folgenden Graphen.

€1 €2

1 fa

Es ist {(e1, f1)} weiterhin ein Morsefluss. AuBlerdem haben wir nun die Moglichkeit, F' zu
vergroBern, denn die Kante (eg, f2) kann nun hinzugefiigt werden.

Wenn wir die Koeffizienten des Morsekomplexes beziiglich F' vermoge ¢ erweitern, so bleiben
die Basen erhalten und die darstellenden Matrizen der Differentiale erhalten fiir feste 4, j die
erweiterten Koeffizienten

EI“WC(aM)j,i = C(agj\,/{) :

Beispiel 2.4.5. Sei (: Z — Z/3Z die Quotientenprojektion und ein Morsekomplex M durch
das folgende Diagramm gegeben

Dann ist Erw¢ (M)

(=N}
[

(2)

0 (2)37)* — (Z./37)* 0

Definition 2.4.6 (Koeffizientenerweiterung). Sei F' ein Morsefluss und ¢: K — L ein uni-
taler Ringhomomorphismus. Man sagt, dass

Erw¢(F) = {(v,w) € E'| (v,w) € F}

aus F' durch Erweiterung der Koeffizienten vermoge ( entsteht.

Zur besseren Lesbarkeit nennen wir den koeflizientenerweiterten Morsefluss
F' = Erw.(F).

Knoten und Kanten mit invertierbarem Gewicht bleiben unter Koeffizientenerweiterung er-
halten. Wir konnen also F' mit F’ und die kritischen Knoten in G' mit den kritischen Knoten
in G’ identifizieren Wenn wir die Gewichtsfunktionen vernachlissigen, so kann G'[F'~] als
Teilgraph von G[F~!] verstanden werden. Wege in G’[F'~!] sind dann auch immer Wege
in G[F~!]. Umgekehrt ist ein Weg v in G[F~!] nur dann ein Weg in G'[F'~!], wenn die
Gewichte der besuchten Kanten unter Koeffizientenerweiterung nicht verschwinden. Das ist
dquivalent zu

C(g(v)) #0.
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Lemma 2.4.7. Ist F' ein Morsefluss in G, so ist F' ein Morsefluss in G'.

Beweis. Wir fassen G'[F'~!] als Teilgraph von G[F~!] auf. Dieser ist kreisfrei, denn F ist
ein Morsefluss. O

Satz 2.4.8. Sei F' ein Morsefluss. Dann ist
Erwe(M(C,*B, F)) = M(Erw¢(C), Erw¢ (8), Erw¢ (F))
vermage eines Kettenisomorphismus ®, der die Basiselemente identisch abbildet

(I’:bil—>bi.

Beweis (M21). Der Ausdruck ®: b; — b; macht fiir Basiselemente b; Sinn, denn C' und
Erw¢(C) besitzen die gleichen kritischen Knoten.

Offenbar ist ® in jedem Grad ein Modulisomorphismus und es bleibt zu zeigen, dass

Pod=00d

erfiilllt ist. Dazu reicht es aus, dass die Eintrdge der darstellenden Matrizen gleich sind.
Bezeichne 9 bzw. ¢ die Verbindungszahl in G[F~!] bzw. G’[F'~!]. Damit ist

i = C(bsby)) = > Lyly) = > Clg(y)-
D(G[F~1),b;,b5) D(G[F~1),bi,b;)
¢(g(7)#0

Nach unseren Uberlegungen vor Lemma 2.4.7 summieren wir links die Gewichte aller Wege
in G'[F'~1]. Somit ist

O = > gt = dib) = 9
F(G/[F/_l],bi,bj)

Damit sind alle Eintréage gleich und ® ist ein Kettenisomorphismus. O

2.4.3 Direkte Summen von Morsefliissen

Wir fixieren zwei Kettenkomplexe Cq und C5 mit Basen 81 bzw. 9B5, zusammen mit den
zugehorigen kombinatorischen Kettenkomplexen G bzw. Go sowie je einen Fluss F; bzw.
F,. Wenn wir den kombinatorischen Kettenkomplex G @& G2 der Summe (C; @ Cs, B1 & Bo)
betrachten, entsteht dieser als disjunkte Vereinigung der Graphen G und Gs.

Definition 2.4.9 (Direkte Summe von Morsefliissen). Die in G; @ G2 liegende Kantenmenge
FiaeF,=FLUF,
ist die direkte Summe der Morsefliisse von F; und F5.

Lemma 2.4.10. In Gy ® Gs ist F1 © Fy ein Morsefluss.
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Beweis. Es ist klar, dass F; ® F5 ein Matching ist, denn eine Kante liegt entweder vollstédndig
in G; oder Go. Die Kreisfreiheit des (Fy @ Fy)-invertierten Graphen folgt direkt mit Satz
2.2.12, da wir durch naheliegende Kombination der Basen

(B1)F® (B2)F @ (Br)h @ (B2)} @ (B1)l @ (Ba)

fiir jeden Grad n eine obere Dreiecksmatrix bilden, deren Diagonaleintrige die Gewichte des
Matchings F; & Fy sind. O

Satz 2.4.11. Der Morsekomplex der direkten Summe ist isomorph zur Summe der Morse-
komplexe

M(C1® Ca, B1® By, F1 ® Fp) = M(C1, B, F1) @ M(Ca, B2, Fy)

vermdége eines Isomorphismus, der Basiselemente identisch abbildet.

Beweis (M22). Die Basen der beiden Kettenkomplexe kénnen wieder miteinander identifi-
ziert werden und ®: b; — b; ist in jedem Grad ein Isomorphismus.

Damit @ ein Kettenisomorphismus ist, miissen die darstellenden Matrizen der Differentiale
gleich sein. Das sieht man aber leicht ein, denn der (F} @ Fj)-invertierte Graph ist die
Vereinigung der beiden Fj-invertierten Graphen. O

2.4.4 Tensorprodukte von Morsefliissen

Wir fixieren ein weiteres Mal zwei Kettenkomplexe C'; und Co mit Basen 98; bzw. Bo,
zusammen mit den zugehorigen kombinatorischen Kettenkomplexen G bzw. Gy sowie je
einen Fluss F; bzw. F5. Bekanntlicherweise ist das Tensorprodukt von Kettenkomplexen
C1 ® (9 in jedem Grad n durch

(C1®C)n= B (C1)p @ (Ca)q

ptg=n
gegeben, besitzt als Randabbildungen
9% (40 b) = da @ b+ (—1)1%a @ ab

und besitzt die Basen

(B1@Ba)n = P (B1), @ (Ba)g-
p+q=n

Den kombinatorischen Kettenkomplex zu (C; ® C2) nennen wir G1 ® Ga.

Der kombinatorische Kettenkomplex G1 ® G9 besteht aus den Knoten
VieVo={a®e|ac€V)und e € Vo},
der Kantenmenge F7 ® F5 als Vereinigung von

{la®e \(d ®e|la\dinE}U{a®e \a®e |eN\ ¢ in Ey}
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und den Gewichten k1 ® ko

r1(a,a’) e=¢

(=Dlelky(e,e) a=d

(a®e \a’@e')H{

Wir wollen uns an einem Beispiel klar machen, wie man F} ® Fy definieren mochte.
Beispiel 2.4.12. Seien G bzw. G2 iber Z durch das linke bzw. rechte Diagramm gegeben.
al €1
1 / \
fi f2

b1

grad =1

grad =0

Dann sind F; = {(a1,b1)} und Fy = {(e1, f2)} beides Morsefliisse. In G; ® G2 wollen wir
einen Morsefluss F; ® Fy aus den Morsefliissen F; und F5 konstruierten.

a; el grad = 2
-2 -1
1
a1 ® fi b1 @ ey a1 ® fo grad =1
1 / \ »
b1 ® f1 b1 @ fo grad = 0

Wenn wir den jeweiligen Morsekomplex mit M; bzw. Ms bezeichnen, so ist M der Nullkom-
plex, denn (G besitzt keine essentiellen Knoten. Also verschwindet auch M; ® Msy. Damit
sich das Erschaffen von Morsekomplexen gut mit Tensorprodukten verhélt, muss der Mor-
sekomplex von G7 ® Go beziiglich F} ® Fy verschwinden. Wir fordern hier also, dass alle
Knoten in F; ® Iy enthalten sind. Zunédchst kénnen wir alle Kanten wéhlen, fiir die ein
Tensorfaktor kritisch ist. Hier ist fi in G; der einzige kritische Knoten, das heifit, die Kante
(a1 @ f1 \¢ b1 ® f1) wird in F} ® F» aufgenommen. Jetzt haben wir genau zwei Moglich-
keiten, die restlichen (invertierbaren) Kanten aufzuteilen. Das deuten wir im nachfolgenden
Diagramm durch gestrichelte Kanten an. Links werden die Kanten bevorzugt, die von F}
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kommen, und rechts die von F5.

a1 ® eq a1 ® ey
a1 ® fi b ® er a1 ® fa a1 ® fi b1 ®e1 a1 ® fo
b @ fi b1 ® fa b ® f1 b1 @ fo

Definition 2.4.13 (Tensorprodukt von Morseflissen). Wir nennen die in G; ® G2 liegende
Kantenmenge F} ® F5, beschrieben als Vereinigung von

Ti={a®e N\ d ®@e|a\ d liegt in F}}

und
Ty={a®e N\,  a®e |aist kritisch und e \, ¢ liegt in Fy}

das Tensorprodukt der Fliisse F; und Fb.
Bevor wir fortfahren, fallt uns auf, dass jeder Weg ~, der in G1 ® G5 verlauft, einen Weg ~;

in GG; beschreibt, indem wir die Kantenfolge im i-ten Faktor betrachten. Analog gibt jeder
Wege im (F} ® Fy)-invertierten Graphen einen Weg in G; [FZ-_I].

Lemma 2.4.14. In G; ® Go ist F1 ® Fy ein Morsefluss.
Beweis (M24). Es ist klar, dass sowohl 77 als auch T, Matchings sind, denn F} und F3 sind
es auch. Weiterhin teilen sich 77 und 75 keine Knoten, denn der linke Faktor einer Kante aus

T7 ist immer kollabierbar oder redundant, wohingegen der linke Faktor eines jeden Knotens
aus T» ausschlieBllich kritisch ist. Das heif3t, F}; ® Fy =T U T ist ein Matching.

Angenommen im F} ® Fa-invertierten Graphen existiert ein Kreis v mit Startknoten a ® e.
Die Folge von Kanten, bei denen sich der erste Faktor dndert, gibt uns einen Weg ~; im
Fy-invertierten Graphen. Dieser ist kreisfrei, das heifit, 73 muss die Lange Null haben und
alle Knoten, die von 7 besucht werden, haben denselben linken Faktor. Analog kann sich
aber auch der zweite Faktor nicht dndern und ~ hat die Lange Null. O

Bemerkung. In G1 ® G4 ist die Menge der kritischen Knoten
{a ® e | a und e sind beide kritisch} .
Satz 2.4.15. FEs gibt einen Kettenisomorphismus,
M(C1 ® Cy, B1 @By, F1 @ Fy) =M(Cy,B1, F1) @ M(Cy, Ba, Fy) ,

der Basiselemente identisch abbildet.
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Beweis (M25) und (M26). Das rechte Differential ist von der Form
da®e)=0da®e+ (—1)a® de.

Wenn wir zeigen kénnen, dass ein Weg zwischen zwei essentiellen Knoten v: a1 ®ej ~ a, e,
mit

grad(a, ® e,) + 1 = grad(a; ® e1) (2.1)
genau einen der beiden Faktoren invariant lassen muss, sind wir fertig, denn dann stimmen

die beiden Differentiale tiberein. Dazu verstehen wir zuerst, warum die steigenden Kanten
eines Weges in genau einer der Mengen 77 bzw. T5 liegen miissen.

Falls 7y eine Kante a; ® e; /* a;11 ®e;11 aus Ts benutzt, so ist der linke Faktor per Definition
a;+1 = a; essentiell und e; redundant. Wir haben eine steigende Kante benutzt, das heift,

grad(a; ® ;) + 1 = grad(a; ® e;11) .

Der Startknoten a; ® e ist essentiell, das heifit die erste Kante ist fallend. Da der Endknoten
auch essentiell ist, folgt mit Lemma 2.2.7 und Gleichung (2.1)

grad(a; ® ;) + 1 = grad(a; ® e;+1) = grad(a; ® e7) .
Wir erhalten somit
grad(a;) + grad(e;+1) = grad(a; @ e;+1) = grad(a; ® e1) = grad(a1) + grad(e;).  (2.2)

Wenn wir den Weg im Fj-invertierten Graphen betrachten, der durch den ersten Faktor
gegeben ist, so muss grad(a;) < grad(a;) gelten, denn a; ist essentiell. Analog ist grad(e;11) <
grad(e1). Aus Gleichung (2.2) folgt dann grad(a;) = grad(aq). Das heifit, wir haben im Fj-
invertierten Graphen einen Weg a1 ~ a; zwischen zwei essentiellen Knoten vom selben Grad,
was nur fiir

a; = a;

moglich ist. Falls im Anfangsstiick a1 ® e; ~ a; ® e; von « eine Kante aus T ldge, so miissten
a1 und a; verschieden sein, indem man sich wieder den gegebenen Weg im Fj-invertierten
Graphen anschaut. Aber so eine Kante kann auch nicht spéter durchlaufen werden, denn
sonst ist grad(a;) = grad(a,)+1 und — da e; kollabierbar ist — auch grad(e;) = grad(e,)+ 1.
Das steht im Widerspruch zu

grad(ai) + grad(e;) = grad(a; ® e1) = grad(a, ® e,,) + 1 = grad(a,) + grad(e,) + 1.

Insgesamt kann ~ nicht gleichzeitig Kanten aus 71 und 75 verwenden.

Falls v keine Kante aus 77 benutzt, der rechte Faktor also nie im Grad steigt, so ist entweder
a1 = ay, oder aber grad(a;) > grad(a,). Im zweiten Fall muss der rechte Faktor grad(e;) =
grad(e,) erfiillen. Die beiden Knoten e; und e, sind essentiell im Fy-invertierten Graphen
und es folgt e; = e,. Wird keine Kante aus 75 benutzt, so folgt analog, dass einer der
Faktoren konstant sein muss. ]

Bemerkung. In der Definition von F} ® F5 hétte man auch die Kanten aus Fy bevorzugen
kénnen.
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2.4.5 Dualisieren von Morsefliissen

Wenn wir einen endlichen freien Modul M mit Basis B = (b1, ..., by) vermoge Homg (—, K)
dualisieren, ist B* = (b}, ..., b)) mit
1 i=j
b (b)) =
£(bs) {O sonst

die duale Basis von C*. Fiir freie, endlich erzeugte Moduln ist das Dualisieren einer Matrix
nichts anderes, als sie zu transponieren. Der kombinatorische Kettenkomplex G* des duali-
sierten Komplexes C* entsteht also aus G durch Umkehren aller Kanten, wobei die Kanten
ihr Gewicht behalten.

Definition 2.4.16 (Dualer Morsefluss). Sei F' ein Morsefluss in G. Dann heifit die in G*
liegende Kantenmenge
F* = {(v,w) | (w,v) € F}

der zu F' duale Morsefluss.

Offensichtlich ist F* ein Matching. Man tiberzeugt sich leicht, dass der F*-invertierte Graph
aus dem F-invertierten Graphen durch Umkehren aller Kanten entsteht. Die Gewichte blei-
ben dabei erhalten. Deswegen ist der F*-invertierte Graph kreisfrei. Ein Knoten b in G ist
genau dann kritisch, wenn b* in G* kritisch ist.

Satz 2.4.17. Es gibt einen Kettenisomorphismus,
M(C, B, F)* = M(C*,B*, F)

der Basiselemente identisch abbildet.

Beweis. Die Verbindungszahlen 9(bj, b;) und 9'(b;, b7) sind bis auf die Reihenfolge des jewei-
ligen Produkts gleich. Da unser Ring kommutativ ist, gilt bereits Gleichheit.* Dass dann die
entsprechenden darstellenden Matrizen dieselben Eintrdge haben, folgt sofort, denn Duali-
sieren entspricht Transponieren.

95 = 05,5 = 9(bj, b;) = 0'(b,b}) = 0

117

4Falls K nicht kommutativ ist, definieren wir das Gewicht eines Weges in Abhéngigkeit davon, ob der
zugehorige Komplex ein Links- oder Rechtsmodul ist.
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3 Ein Anwendungsbeispiel

Diese Arbeit orientiert sich an Mehners Diplomarbeit [Meh11]. Immer wenn ein hier vorge-
stellter Beweis die gleiche Idee formalisiert, entspricht die nebenstehende Zahl der in [Meh11]
verwendeten Nummerierung.

3.1 Motivation

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, wie man die diskrete Morsetheorie anwendet, um die Ho-
mologie eines ganz bestimmten Kettenkomplexes C' auszurechnen. Dieser kommt als Spalte
eines Bikomplexes vor, der die Kohomologie des Modulraum 97", bestimmt. Die Geometrie
der Zellen wird unter anderem in [Abh05] und [Mehl11] veranschaulicht. Um ihre Kombi-
natorik einfacher beschreiben zu konnen, erkliren wir, was eine Faktorabilitat der &, ist.
Eine allgemeine Definition und ausfiihrliche Diskussion der Faktorabilitdt von Monoiden ist
in Visys Dissertation [Vis10] zu finden.

3.2 Faktorabilitat der symmetrischen Gruppe

Wir bezeichnen die symmetrische Gruppe der Menge {1,...,n} mit &,. Ist 0 € &,, eine
Permutation, so ist cyc(o) die Menge der disjunkten Zykel, in die o zerfillt.! AuBerdem
nennen wir |cyc(o)| die Zykelzahl von o.

Beispiel 3.2.1. Fiir 0 = (123)(45) € &g ist die Menge der disjunkten Zykel

cyc(o) = {(123), (45), (6)}

und die Zykelzahl ist
lcye(o)| = 3.

Definition 3.2.2 (normierte Gruppe). Sei G eine Gruppe und N: G — N eine Abbildung
von Mengen, die

N(mlmg) < N(’I’)’Ll) + N(mg) (Nl)
N(9) =N(g™) (N2)
N(g) =0 g=1¢g (N3

erfiillt. Dann nennt man N eine Norm und (G, N) eine normierte Gruppe.

'Bei uns sind Fixpunkte auch Zykel.
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Eine naheliegende und héufig verwendete Norm ist die sogenannte Wortldngennorm.

Definition 3.2.3 (Wortlangennorm). Sei G eine Gruppe und E C G ein Erzeugendensys-
tem. Dann ist die Wortlangennorm beziiglich £ definiert durch

N(g) = min{k | 3e1,...,ex € E:g=ejea---er}.

Bemerkung. Das Minimum existiert immer, denn E ein Erzeugendensystem. Aus der Defi-
nition folgt sofort, dass die Dreiecksungleichung immer erfiillt ist, also N eine Norm auf G
definiert.

Wenn wir &,, untersuchen, so legen wir als Erzeugendensystem die Menge aller Transposi-
tionen fest. Die Wortlangennorm der &,, ist die Wortldngennorm beziiglich dieses Erzeu-
gendensystems.

Lemma 3.2.4. Die Wortlingennorm der &,, ist

N(o) =n — [cyc(o)].

Beweis. Fiir eine zyklische Permutation p € &,,, die |p| Symbole nichttrivial permutiert, ist
die Norm bekanntlich |p| — 1. Aulerdem bleibt die Norm eines Produkts erhalten, wenn die
zugehdrigen nichttrivial permutierten Symbolmengen disjunkt sind.

Zerlegen wir eine beliebige Permutation ¢ € &, in ihre zyklischen Permutationen o =
o1 -+ -0y, so ist nach Definition | = |cyc(o)| und

leye(o)] leye(o)] leye(o)] leye(o)]
No)= 3 No)= 3 lol-1= 3 loil= 3 1=n—leye(o)].
=1 =1 =1 =1

O]

Lemma 3.2.5. Seien o und 7 Permutationen mit N(o7) = N(o)+N(7). Liegen zwei Symbole
1 und j im selben Zykel von o oder T, so auch in oT.

Beweisskizze (M45) und (M46). Man zeigt zunéchst, dass das Produkt von zwei zyklischen
Permutationen genau dann die Norm enthélt, wenn sie sich hochstens ein nichttrivial per-
mutiertes Symbol teilen. Nun fiihrt man einen Induktionsbeweis iiber die Anzahl der nicht-
trivialen Zykel von ¢ und 7. O

Definition 3.2.6 (Hohe einer Permutation). Sei o € &,, eine nichttriviale Permutation. Die
Hohe von o ist das groffite Symbol, welches von ¢ nichttrivial permutiert wird

ht(o) = max{l <i<n|o(i)#i}.

Auflerdem setzt man ht(1g, ) = 0.
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3.2. Faktorabilitdt der symmetrischen Gruppe

Definition 3.2.7 (Faktorabilitdt). Die Faktorabilitat n: &, — &, x &, ist wie folgt
definiert. Fiir die triviale Permutation ist

n(1) =(1,1).
Sei o € G, nichttrivial, £ = ht(o) und ¢’ die Transposition
o = (k,o7 (k).
Dann ist
n(o) = (7,0') = (00’,0").

Man nennt ¢’ das Préfix und & = 0o’ den Rest von o.

Anschaulich spaltet n die Transposition mit dem gréfiten Symbol ab.

Beispiel 3.2.8. Betrachtet man die zyklische Permutation o = (14325) = (51432) in &5, so
ist o/ = (52) = (25) das Préfix und & = (1432) der Rest. Im folgenden Diagramm ist o durch
den vollstindigen Kreis beschrieben sowie ¢’ mit gestrichelten und & mit durchgezogenen

Linien angedeutet.
/ D

o,

Als Vorbereitung auf den nichsten Abschnitt machen wir uns mit einigen elementaren Ei-
genschaften der Faktorabilitdat vertraut.

Lemma 3.2.9. Die Faktorabilitit n erfillt fir alle o # 1g, die Eigenschaften
1. o =50’
2. N(o')=1
3. N(o) =N(7) + N(¢')
4. ht(o) = ht(e’) > ht(7)
5. Erhdlt des Produkt von o und T die Norm, so ist ht(o7T) = max{ht(o), ht(7)}.

Beweis (M55). 1. Nach Definition ist @ = oo’ und o’ ist selbstinvers.
2. Das Prifix o’ ist eine Transposition, liegt also im — von uns fixierten — Erzeugendensystem.

3. Sei 0 = 07+ - 01 eine Zerlegung in disjunkte, zyklische Permutationen. Da disjunkte Per-
mutationen kommutieren, kénnen wir ohne Einschrankung davon ausgehen, dass o1 von der
Form

01 = (Sla . .,Sm_l,Sm) = (81732) co (Sm—lasm)
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3.3. Beschreibung der Zellen

ist und s, die Hohe von o ist. Damit ist o/ = ($,—1, $;) und

o= Jl---Ug(Sl,...,Sm_1>.
Die Norm von 7 ist demnach

N(7) = N(o) — 1 = N(0) — N(¢).

4. Aus der Definition des Rests folgt zum einen, dass alle von @ nichttrivial permutierten
Symbole auch von ¢ nichttrivial permutiert werden. Zum anderen ist die Héhe h von o
ein Fixpunkt des Rests. Das zeigt die ht(c) > ht(7). Die Gleichung ht(c) = ht(¢’) folgt
unmittelbar aus der Definition der Hohe.

5. Ist ¢ ein Fixpunkt von ¢ und 7, so auch von o7. Das zeigt ht(o7) < max{ht(o),ht(7)}.
Falls ¢ von o oder 7 nichttrivial permutiert wird, so gilt nach Lemma 3.2.5, dass ¢ kein
Fixpunkt von o7 ist. Das zeigt die andere Ungleichung. O

Lemma 3.2.10. Sei 1g, # o € &,. Falls die Permutationen o1 und oy die folgenden
Bedingungen erfiillen, ist ¢ = o1 und ¢’ = 0.

1. 0 =0109
2. N(O’Q) =1
3. ht(a) = ht(O‘z) > ht(Ul)

Beweis. Nach Voraussetzung ist oo = (k,l) eine Transposition mit k& = ht(o2) = ht(o).
Auflerdem ist k ein Fixpunkt von o7 und es gilt

o} (k) = (0102) " (k) = 03" 0 07 (k) = o3 (k) = 1.

Deshalb ist
o = (k,ail(k)) = 09

und
0O =00 =009 =01.

3.3 Beschreibung der Zellen

Seien g, m und p positive natiirliche Zahlen. Dann ist C, frei erzeugt von allen Tupeln
(9q | 9g—1|--- | g1) € &}, welche den folgenden Bedingungen geniigen.

1. Die Summe der Normen N(g,) + ...+ N(g1) ist genau 2g + m.
2. Die Permutation g, - -- g1 hat genau m + 1 Zykel.
3. Keine Permutation g; ist trivial.

4. Es gibt kein Symbol 1 < j < n, das unter allen g; ein Fixpunkt ist.

42



3.3. Beschreibung der Zellen

Das Differential 0: Cy — Cy—1 ist die Wechselsumme

wobei die Randabbildungen d;: &} — 6?,‘1 durch

(9q|---1Gix1Gi | ---| 1) @ < q und erfullt 1. bis 4.
iy 1) = {
sonst

beschrieben werden. Dass C' mit diesem Differential ein Kettenkomplex ist, folgt aus allge-
meinen Resultaten in [B690], [B603] und [B605], kann aber auch per Hand nachgerechnet
werden, indem man zeigt, dass fiir ¢ < j bereits d; o d; = d;_1 o d; erfiillt ist.

Wir konstruieren nun einen Morsefluss F' = UF;,, mit dessen Hilfe wir zeigen, dass C' hochs-
tens eine nichttriviale Homologiegruppe besitzt. Diese befindet sich im Grad 2g + m und ist
frei erzeugt von allen Elementen (g4 | ... | ¢91), die sowohl N(g,) = ... = N(g1) =1 als auch
ht(gq) > ... > ht(g1) erfiillen.

Es bestehe F), aus allen Kanten

(g |- Ngnlgnl - 191) N (ggl---lgnl--|g1),
die den beiden Bedingungen
L. N(gn) > N(gn-1) = ... =N(g1) =1
2. ht(gn) > ht(gn-1) > ... > ht(g1)
genugen.

Lemma 3.3.1. Es ist F = UF,, ein Matching in den invertierbaren Kanten.

Beweis (M169). Wir zeigen die Aussage induktiv. Beginnend bei dem leeren Matching Fy
gehen wir davon aus, dass die Aussage fiir n — 1 gezeigt wurde.

Seii <nund v = (gq | ... | g1) ein Knoten einer Kante aus Fj. Ist v ein Endknoten, so
besagt die erste Bedingung N(g;) > 1. Das heifit aber auch, dass v weder Anfangs- noch
Endknoten einer Kante aus Fj, sein kann. Ist v ein Anfangsknoten, so gilt nach Lemma
3.2.9 ht(gi+1) < ht(g;) = ht(g;). Die zweite Bedingung zeigt, dass v in keiner Kante aus F,
vorkommt. Das heifit, in £}, kommen keine Knoten aus F; vor.

Sei v = (gq | ... | g1) ein Knoten aus Fj,. Ist v ein Anfangsknoten, so ist der n-te Eintrag
g), ein nichttriviales Prifix, das heifit, N(g/,) = 1. Der eindeutige Endknoten ist damit (g1 |
oo | Gngl | -1 g1). Ist v ein Endknoten, so ist N(gp,) > 1. Der eindeutige Anfangsknoten ist
(g1 |- 1Gnlgy|---]91) Das heifit, F, ist ein Matching.

Induktiv ist jede endliche Vereinigung der F;, ein Matching und somit — fiir n grof§ genug
—auch F. Das Gewicht einer jeden Kante in F' ist per Definition des Differentials +1, also
invertierbar. O
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3.3. Beschreibung der Zellen

Im néchsten Schritt zeigen wir, weshalb G[F~!] kreisfrei ist. Dazu verstehen wir das Ver-
héltnis zweier Knoten v und x, zwischen denen ein Weg v \, w " x verlduft.

Lemma 3.3.2. Sei v = (g4 | ... | 91) ein Knoten und w = d;j(v) der j-te Rand von v
sowie w " x eine steigende Kante. Beginnt v mit genau k — 1 Transpositionen, das heifst
N(gx) > N(gk-1) = ... = N(g1) = 1, so gilt

1. Der Knoten x beginnt mit mindestens k — 1 Transpositionen.

2. Beginnt x mit genau k — 1 Transpositionen, so ist k > j und x entsteht aus w durch
Faktorisieren des Eintrags gj+19;.

Beweis (M170). Wir bezeichnen w mit (hq—1 | ... | h1). Der j-te Rand von v entsteht, indem
die Eintrage j 4+ 1 und j multipliziert werden. Somit ist

(hg—1 |- hj | ..l h1) =(9q ][ gj+19; |-~ [ g1)-
Weiterhin ist (z,w) eine Kante in F, das heifit, « entsteht aus (hq—1 | ... | h1) durch

Faktorisieren der ersten Permutation h;, deren Norm gréfer als Eins ist.
x=(hg-1]... \E\h; | ... | h1)
Ist 5 > k, so ist hy = gi. Damit hat x die Form

t=(g9q|---1girrgi |- 1o lgr!|---|91)

und beginnt mit mindestens k& Transpositionen.
Ist j = k, so ist hx = grr1gx die erste Permutation, deren Norm grofler als Eins ist. Somit
beginnt

x=(9q |- | Ger1gk | (gr+198)" | - | 91)

mit mindestens k£ Transpositionen.
Ist j < k,alsow = 1(gq|...| gk |---]9j+19; | .-- | g1), so entsteht = durch Trennen des
Produkts gj+1g;. Unabhéngig davon, ob j +1 =k oder j + 1 < k gilt, beginnt

r=(gq |- lgrl 1 g7195 | (gj+197)" | --- | 91)

mit genau k — 1 Transpositionen, denn im ersten Fall ist die Aussage klar und im zweiten
Fall ist

N(gj119;) = N(gj+19j) — 1 =N(gj41) + N(g;) —1=1.

Satz 3.3.3. Das Matching F' ist ein Morsefluss.

Beweis (M171). Angenommen im F-invertierten Graphen G[F~!] gibt es einen nichttrivia-
len Kreis (vg, wo,v1,...,v9). Nach Lemma 2.2.7 steigt und fallt der Weg abwechselnd und wir
gehen davon aus, dass die v; den hoheren Grad besitzen. Im vorangegangenen Lemma 3.3.2
haben wir uns klar gemacht, dass die Anzahl der Transpositionen, mit denen ein Knoten
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v; beginnt, im Vergleich zu v;y1 nie abnehmen kann. Da wir einen Kreis haben, ist es also
unmoglich, dass die Anzahl variiert. Sie ist deswegen bei allen v; identisch.

Nach Lemma 3.3.2 wissen wir, dass v;41 aus v; entsteht, indem das Produkt der Eintrage
ji+1 und j; faktorisiert wird. Da wir in einem Kreis sind, kdnnen wir annehmen, dass j = j;
maximal ist. Der Knoten vy = (gq | ... | g1) erfiillt demnach ht(g;j41) < ht(g;) > ... > ht(g1).
Sei m = ht(g;). Mit Hilfe von Lemma 3.2.9 (5.) sieht man ein, dass jeder Knoten v; ein
Element zwischen j und 1 mit Hohe m besitzen muss.

Angenommen es gibt ein minimales s > 1 mit j; = j; = j. Fiir vs_1 = (hq | ... | k1) ist dann
Vs = (hq | e | thrlhj | (hj+1hj)/ | e | hl) .

Da j maximal und s minimal gewéhlt ist folgt hj;1 = g;41. Falls nun ht(h;4+1) < ht(h;)
gilt, so wendet man Lemma 3.2.10 auf o1 = hj;1 und o2 = h; an und zeigt vs_1 = vs. Ein
Kreis der Liange zwei kann im F-invertierten Graphen aber nicht existieren. Demnach gilt
ht(hj+1) > ht(hj), also

m = ht(g;) > ht(gj41) = ht(hj41) = ht(hy) > ... = ht(h).

Aber wir hatten uns davon iiberzeugt, dass jeder Knoten ein Element zwischen j und 1 der
Hohe m besitzt. So ein s kann demnach nicht existieren.

Der j-te Rand wird also genau einmal gebildet. Da j maximal ist und wir in einem Kreis
sind, muss der j + 1-te Eintrag aller Knoten v; gleich sein. Der letzen Teil des Beweises kann
analog auf die Knoten vy und vy angewandt werden. O

Satz 3.3.4. Der Morsekomplex beziiglich F ist im Grad 2g + m konzentriert und wird von
allen Knoten (gq | ... | g1) erzeugt, die sowohl N(gq) = ... = N(g1) = 1 als auch ht(gy) >
... >ht(g1) erfillen.

Beweis (M172). Sei v = (gq | ... | g1) und n beziiglich ht(g,) > ... > ht(g;) maximal. Falls
nun N(g,) = ... = N(g1) = 1 verletzt ist, gibt es ein minimales ¢ < n mit N(g;) > 1 und
damit ist

(9g |- 1@ lgil - Tg) N\ (gq|---Tgil-- 1)
eine Kante in F, also v redundant. Sei N(g,) = ... = N(¢g1) = 1 und n < g erfiillt. Nach

Wahl von n haben wir ht(g,+1) < ht(gy). Der n-te Rand ist deswegen nichttrivial. Auflerdem
ist nach Lemma 3.2.9 ht(gn+19n) = ht(gn) > ... > ht(g1). Damit ist

gl - Ngnrrlgnl - To) N\(ggl- | gnrrgn |- 1 91)

eine Kante in F', also v kollabierbar. Damit sind alle Knoten, die nicht den Bedingungen
geniigen, kollabierbar oder redundant.

Erfillt v die geforderten Bedingungen, so kann v nicht kollabierbar sein, denn sonst miisste
dieser Knoten von der Form (gq | ... | Gn | ¢, | --- | g1) sein, allerdings ist ht(g,) < ht(g},).
Dass v redundant ist, muss auch falsch sein, da es dann einen Eintrag g, mit N(g,) >
1 gébe. Also sind alle solche Knoten essentiell. Nun enthilt C' aber nur solche Knoten,
die N(gq) + ... + N(g1) = 29 + m erfiillen, der Morsekomplex ist also im Grad 2g + m
konzentriert. O
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Korollar 3.3.5. Bezeichne € die Menge der Knoten (gq | ... | g1), die sowohl N(gq) = ... =
N(g1) =1 als auch ht(gq) > ... > ht(g1) erfiillen. Dann ist

K() n=2g+m

0 sonst

Beweis (M173). Aus Kapitel 2 wissen wir, dass C' homotopiedquivalent zum Morsekomplex
beziiglich F' ist. Dieser ist aber nach Satz 3.3.4 im Grad 2g + m konzentriert und somit seine
eigene Homologie. O
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