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Aufgabe 3.1 (* 10 Punkte) Trigonalisiere die folgenden Matrizen:

3 0 =2 -1 -3 -4
A=[-2 0 1 B=|-1 0 3
2 1 0 1 -2 -5

Losung: e P4(t) = —t3+ 3t — 3t + 1 = —(t — 1)®. Wir bestimmen

1
Eig(A,1) =ker(A—-1) = < -1 >

1
1 1 0
Setze B:= | —1],10],|1]. Man rechnet leicht nach, dass
1 0 0
1 2 1
Mp(A) = 1 -1
1

ist. Dies ist schon eine obere Dreiecksmatrix.

o Pp(t) = —t3 — 6t — 12t — 8 = —(t + 2)3. Genauso bestimmen wir

1
Eig(B,—2) =ker(B +2I) = < -1 >

1
1 1 0
Setze B:= [ —-1],10],|1]. Dann ist
1 0 0
-2 1 =2
Mp(B) = -2 -1
-2

schon eine obere Dreiecksmatrix.

Bemerkung. Um den Algorithmus besser zu illustrieren, sollten wir vielleicht stattdessen zuerst die Basis

1 0 0
C=1[-1],(1],]0
1 0 1
nehmen. Dann ist B bei
-2 -3 —4
Mc(B) = -3 -1
1 -1



noch nicht trigonalisiert. Die Untermatrix B’ = (13 _1) hat charakteristisches Polynom Ppg/(t) =
(t +2)% und
mgyﬁmzmquaU=<<lv>.
0 0 0
Dieser ergibt einen weiteren guten Basisvektor (—1) | 1| +1 0] = [ —1
0 1 1
1 0 0
Setze jetzt C':= | —1 ], —=1],|0]; dann ist
1 1 1
-2 -1 —4
Me/(B) = 2 1
-2

eine obere Dreiecksmatrix.

Aufgabe 3.2 (x 10 Punkte) Sei K ein Korper und seien 41 € M(m x m; K),Ay € M(n x n; K) zwei
quadratische Matrizen mit Minimalpolynomem M; bzw. My € K[t].

(i) Zeige, dass das Minimalpolynom der Blockmatrix

(A O
B_(o AJ
das kleinste gemeinsame Vielfache von M; und M ist. (Das kleinste gemeinsame Vielfache von

f,yg € K[t] ist das eindeutige normierte Polynom h, das von f und g geteilt wird; und wenn f und g
ein anderes Polynom A’ teilen, dann gilt h|h’.)

(ii) Zeige, dass B genau dann diagonalisierbar ist, wenn A; und A, diagonalisierbar sind.

Losung: (i) Per Definition ist kgV(M;, Ms) schon normiert. Wir miissen also zeigen, dass kgV (M7, Mz) ein
Erzeuger des Ideals

Ip ={P € KJt]: P(B) =0}
ist:
1) kgV(My, M3) # 0. Klar.
2) kgV(Ml,MQ) € Ip:
kgV (M1, M3)(Ay)

kgV(My, M>)(B) = < kgV(M1,M2)(A2)> =0

3) Sei P € Ig. Dann ist
P(Al)

Also insbesondere folgt aus P(A;) = 0 und P(A3) = 0, My | P bzw. My | P. Man hat sofort
kgV(Ml,MQ) | P

O

(ii) Wir beweisen vorab:

Lemma. Eine Matrix A € End(K") ist diagonalisierbar genau dann, wenn das Minimalpolynom von A ein
Produkt paarweise verschiedener Linearfaktoren ist, d.h. M4 hat die Form M4 (t) = (—1)¢ H?Zl(t — i),
wobei p; # p; fiir ¢ # jE|

Beweis des Lemmas.

HMut, ,pq} ist dann automatisch die Menge der Eigenwerte von A.



= : Das Minimalpolynom ist invariant unter Ahnlichkeitstransformation. Es ist klar, dass das Mini-
malpolynom Mp einer Diagonalmatrix D diese Form besitzt. Also hat M, fiir A = T-'DT auch
diese Form.

<= Angenommen, dass
d

Ma(t) = (=) TJ ¢ = pa),

i=1
dann ist insbesondere

(1) Ma(A) = (A= ]} -+ (A= pral) = 0.
Behauptung. K™ = Eig(A, p1) @ - - - @ Eig(A4, pq).
Wir beweisen stattdessen die Aussage

ker (A —pgI) -+ (A=) =ker(A— i) & - ®ker(A — )

durch Induktion nach I(< d):

[ =1 Klar.

I > 2 Wir wissen schon, dass sich verschiedene Eigenrdume nur am Ursprung schneiden. Es bleibt
also nur zu zeigen, dass

ker ((A—punl)--- (A—pl)) =ker(A — 1)+ - +ker(A — ).

Wir zeigen die nicht triviale Inklusion C.
Sei v € ker((A — piI) - (A — wl)), dann liegt (A — v € ker((A — g )+ (A — py—11)).
Nach Induktionsvoraussetzung lasst sich (A — p;I)v eindeutig als

(A= =w; + - +w_1

schreiben, wobei w; € ker(A — p;I) fiir alle 1 < i <1 — 1. Jetzt sind die Einschrankungen
a; = (A — wl) |ker(a—p, 1) fiir alle i < [ auf ker(A — p;I) invertierbar. Wir erhalten also ein
Element

v =ay (wr) 4+ o (wimr) € ker (A — i) -+ (A— ).

Es gelten v; := «a; *(w;) € ker(A — ;1) fiir alle i < [ und (A — I)v = (A — wI)v'. Also
insbesondere ist v — v’ € ker(A — p;I) und

v=wv; 4+ +v_1+ (v—2") €ker(A—pil)+ -+ ker(A— ).
Aus der Zerlegung fiir [ = d folgt direkt die Behauptung. Somit ist A diagonalisierbar. [ Lemma

Mit Hilfe des Lemmas und (i) erhalten wir sofort die folgenden dquivalenten Aussagen:

1) B ist diagonalisierbar;

2) Mp = kgV(My, Ms) ist ein Produkt paarweise verschiedener Linearfaktoren;

3) M; und M, sind Produkte paarweise verschiedener Linearfaktoren;

4) A; und As sind diagonalisierbar.

O
Aufgabe 3.3 Zeige, dass das Polynom ¢ — 2 € Q[t] fiir n > 2 keinen Teiler P € Q[t] mit 1 <deg(P) <n —1
besitzt.

Losung: Eisenstein mod 2. O

Alternativ betrachtet man den Zerfall von t™ — 2 {iber den komplexen Zahlen:

n—1
92 = H(t — Q/iwfl),
=0

21
n

wobei w,, = exp(=Xt) die n-te Einheitswurzel ist.



Sollte ein Teiler P wie beschrieben existieren, miisste er sich als Produkt einiger der obigen Linearfaktoren
schreiben lassen. Er hatte dann den konstanten Term

ko .
a0 = (1)} V2 Wit ik,

wobei k = deg(P) und 1 <4y < --- < i < n—1. Allerdings ist die Zahl V/2F irrational fir 1 <k <n-—1
und wfl - - wl = +1 oder gar nicht reell. Man hitte also auf jeden Fall ag ¢ Q. Widerspruch. O
Aufgabe 3.4 Beweise den Satz von Cayley—Hamilton durch direkte Rechnung fiir Matrizen A aus M (2 x 2; K).

a b

Losung: Sei A = (c d> € M(2 x 2,K). Dann ist

Pa(t) = det (“Ct dL) — (a—t)(d—1t) — be.

Setzte man A ein, so erhielt man

pA(A)z((a .- (¢ Z))((d 0 (¢ Z))‘(bc )

Aufgabe 3.5 (x 10 Punkte) Fiir welche a € R ist die folgende Matrix diagonalisierbar?

11—« o 0
2—a a—1 «
0 0 -1

Losung: Man bestimmt
Pyt) =t -t +t+1=—(t—1)(t+1)%

Jetzt ist A diagonalisierbar genau dann, wenn dim Eig(A, —1) = 2 ist. Wir rechnen also

2—a a 0
Eig(A,—1) =ker(A+I)=ker [2—a a «
0 00

Dies ist 2-dimensional genau dann, wenn « = 0 ist.

Aufgabe 3.6 (x 10 Punkte) Sei A € M(n x n; K) eine symmetrische Matrix, also ‘A = A. Seien u und v
zwei Eigenvektoren von A zu verschiedenen Eigenwerten A # u. Zeige, dass u und v orthogonal sind, d.h.
ty v = 0.

Losung: Wir haben die Gleichheiten
Muv = fuAv = v Av = H(Au)v = pluw;

also insbesondere
(A — p)fuv = 0.

Nach Annahme ist A\ # u, muss also ‘uv = 0 gelten. O



